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HAUPTAUFSÄTZE 


Das Einschaltproblem für das homogene Kabel bei beliebiger 
Endschaltung. 


Von Werner v. Koppenfels in Hannover. 

ird an das nahe Ende eines homogenen elektrischen Kabels, das für die Zeit 1<0 

N strom- und spannungslos ist und dessen fernes Ende durch eine beliebige Endschaltung 

abgeschlossen ist, zur Zeit t=0 eine Spannung V (0, t) = Fit) gelegt — von einer besonderen 

Anfangsschaltung werde nur zur Vermeidung einer schwerfälligen Darstellung abgesehen -—, 

so ergibt sich der zeitliche Verlauf von Strom und Spannung in einem beliebigen Kabelpunkt 

bzw. in jedem Zweig der Endschaltung je als komplexes Integral. Bei der Auswertung dieser 

Integrale dürfte die im folgenden durchgeführte Rechnung, die die Darstellung der Bessel- 

schen Funktionen durch Schleifenintegrale i in der komplexen Ebene berücksichtigt, den letzten 
Gräd der Einfachheit erreicht haben'). 


Pollaezek (Elektr. Nachriehtentechnik 1.3, S. 80 bis 97, 1924) wurde 
in dem bekannten Sonderfall des Kurz- 
Kinfachheit der 


I), In einer gleichnamigen Arbeit von F. 
die Lösung desselben Problems in gleieher Weise angesetzt, konnte aber mur 
schlusses weiterbehandelt werden, da dureb nieht sachgemäße Umformungen im Komplexen die 
analytischen Zusammenhänge verwischt wurde. 

Die Endlösunge im allgemeinen Fall findet sieh nur bei Caspe 
homogene Leitungen mittels der Heavisideschen Operatorenreehnung“ (Archiv f. Elektroteehnik 17, 8. 
1927), der sie heuristisch gewinnt. Eine mathematische Ableitung ist m. W. bisher noch nieht gegeben. 

Gegenüber diesen beiden Arbeiten aus neuerer Zeit ist nachdrücklich hinzuweisen auf die ursprüngliche Dar- 
stellung, inder H. Poineare: „Etude de la propagation du eourant en periode variable sur une liene munie du 
recepteur“*, L’Eelairage Eleetrique, Bd. 40, 1904, S. 121f., die wissensehaftliehen Grundlinien für eine Integration der Tele- 
sraphengleichung in meisterhafter Weise geschaffen hat. Bei ihm finden sieh im Grunde auch se hon Gedankenbildungen, 
die den Ausführungen des Textes entspreehen. Leider ist diese Arbeit, die offensiehtliech die Nachsehrift eines Vor- 
trages darstellt, in einer Form veröffentlicht, die den Sinn der Ausführungen Poineares nur schwer erkennen läßt, 


so daß sie sich bis heute noch nieht voll ausgewirkt hat. 


r: „Die Lösung des Einscehaltproblems Für 
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Der Vollständigkeit halber wird auch die Entwicklung nach Eigenschwingungen, die der 
Partialbruchzerlegung des Integranden entspricht, kurz behandelt. In den einfachsten Fällen 
(Kurzschluß und Leerlauf am fernen Ende des Kabels) läßt sich die Äquivalenz beider Dar- 
stellungen leicht nachweisen. 


S 1. Aufbau der Lösung. 


Die Differentialgleichungen für den Strom I (x, # und die Spannung V (x, f) des homogenen 
Kabels haben die Gestalt 


oV 0J 

| 


wobei die nieht negativen Konstanten R, L,G,€ der Reihe nach Widerstand, Induktivität, 
Ableitung und Kapazität des Kabels für die Längeneinheit bezeichnen. Je nach der Schaltung 
am Kabelende treten hierzu noch m gewöhnliche homogene lineare Differentialgleichungen 
erster Ordnung (mit konstanten Koeffizienten) zwischen I (1,#), V(l,t) und m — 1 zusätzlichen 
abhängigen Unbekannten U, (f),... Ün-, (HM, nämlich den Strömen und Spannungen in den 
angeschlossenen Widerständen, Induktivitäten usw. 


Die Darstellung der Spannung V (x, t), des Stromes I(x,t) und der zusätzlichen Un- 
bekannten als komplexe Integrale, die Heavisides „symbolischer Lösung“ entsprechen, 
wird in drei Sehritten gewonnen: 

I,l. Zerlegung der angelegten Spannung in harmonische Wellen. 


1,2. Ermittlung des Beharrungszustandes auf der Leitung für den Fall, 
daß die angelegte Spannung eine harmonische Welle ist. 


1,3. Überlagerung der Beharrungszustände zur Erfüllung der Anfangs: 
bedingung. 
l,l. Zerlegung der angelegten Spannung in harmonische Wellen. 


Die zur Zeit angelegte Spannung —= Fit), die auch für definiert und in 
der Form Fit) geschrieben werde, mit 


1+sient |1 
1 4>0 


ist als Fouriersches Integral darzustellen. Um den Bereich der zulässigen Spannungs- 
funktionen möglichst weit zu erhalten, werde nicht verlangt, daß Fit) selbst, sondern erst das 
Produkt von F(f) mit einem Dämpfungsfaktor e="? einer der für die Anwendung des Fourier- 
schen Integraltheorems hinreichenden Bedingung genügt, so daß für die Anfangsspannung die 
Darstellung 


. 


gilt. Dies führt dazu, den Bereich der „zulässigen Funktionen F* durch die Forderung fest- 
zulegen: In jedem endlichen positiven Intervall (bis ?=0 einschließlich) sei F(f) von 
beschränkter Schwankung, und es sei möglich, eine reelle Zahl 6 0 anzugeben, so daß das 
Integral 


konvergiert. Dann genügt”) die „Fourier- Amplitude* f, die durch Anwendung der Laplace- 
Transformation aus Fif) in der Form 


?, Vel.W.v. Koppenfels: „Der Faltungssatz und seine Anwendung bei der Integration linearer Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten“, Math. Ann. 105 (1931), S. 699. 
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vewonnen wird, den Bedingungen: 


l. fi regulär in der Halbebene I (q) 0 (o reeller Parameter). 


II. Auf allen Strahlen (sing =-0) gleichmäßig fi y 
III. + 06) gleichmäßig konvergent in jedem endlichen positiven Inter- 
— 
‚all der reellen Veränderlichen 
1,2. Ermittlung des Beharrungszustandes auf der Leitung. 
Hat die angelegte Spannung die Gestalt einer harmonischen Welle f(igq) wi so bilden 
sieh im Beharrungszustand Spannung und Strom (das gleiche gilt von U, (D,... (N) als 


harmonische Wellen derselben Frequenz aus: 
(a,ig)eiat, 
Die komplexen Amplituden dieser Wellen sind dadurch festzulegen, daß am nahen Ende 
und am fernen Ende gemäß der Endschaltung 


gelten muß mit einer rationalen, (im allgemeinen gebrochenen) Funktion W(ig), die man 
erhält, wenn man aus den erwähnten m homogenen linearen Differentialgleichungen die 
Amplituden der m 1 zusätzlichen Unbekannten eliminiert. Danach ergeben sich die „Be- 
harrungslösungen*“ 


Sinyl+ W, Cjyl 
wobei y und die dimensionslose Größe W, durch 
erklärt sind. Führt man die neuen Leitungskonstanten 
I/R 


ein, von denen a ein Maß für die „Dämpfung“, b ein Maß für die „Verzerrung“ des Kabels 
ist und v die „Ausbreitungsgeschwindigkeit“ bedeutet, so können y und W, auch in der Form 


geschrieben werden. Das Vorzeichen der Quadratwurzel sei ein für allemal durch die Forderung 


2 2 
3 (i h 4 


festgelegt®). 


1,3. Überlagerung der Beharrungszustände. 


Aus der Linearität der Differentialgleichungen (1) und der Randbedingungen (5) folgt, 
daß bei der Überlagerung der Anlegespannungen f(iq + 0) e@a+®t, also beim Übergang zur 
Spannung (3), die Lösungen der Beharrungszustände sich entsprechend überlagern. Diese 


3) Ist die angelegte Spannung eine Welle der Form fügt o) eat [statt (5a) ], so ändert sich an den Über- 
legungen niehts, es ist nur in (5), (6a), (6b) iq dureh iq +0 zu ersetzen. 
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Tatsache werde dazu verwandt, durch geeignete Überlagerung der Beharrungslösungen (5) zu : 
erreichen, daß auch die Anfangsbedingung (Spannung und Strom in jedem Kabelpunkt gleich | 


Null bis zum Eintreffen der elektrischen Welle) erfüllt ist. Zu diesem Zweck erweist es sich 


nötig, die Funktionen (5) in der komplexen g-Ebene näher zu untersuchen. Zunächst sei i 
festgestellt, daß sie in der ganzen g-Ebene eindeutig sind, weil sie als gerade Funktionen in j 


[vel. 5) und (6a)] in Wirkliehkeit keine Irrationalität enthalten. Weiterhin ist ersicht- 
lich,daß V ig) und J t; ig) als rationale Ausdrücke meromorpher Funktionen selbst 
meromorph sind. Sie besitzen also keine anderen Singularitäten als Pole, und diese können 
sieh im Endliehen nirgends häufen. Bezüglich ihrer asymptotischen Verteilung kann im 
folgenden Satz eine präzise Aussage gemacht werden. 

Satz: Alle Pole der Funktionen (5), d.h. alle Wurzeln der transzendenten Gleichung 


liegen oberhalb einer zur reellen Achse parallelen Graden der komplexen g-Ebene. 


Zum Beweise werde die asymptotische Verteilung der Nullstellen untersucht und zwar 
an Hand der Zerlegung 
e-"![er! — 1, 
2 | 
Offenbar kann man den Sonderfall 
lım 
1 DE 
ausschließen. In diesem Fall strebt nämlich der betrachtete Ausdruck mit 'y!>x gegen 
( kann also für große überhaupt keine Nullstelle haben. Da sich die Null- 
stellen im Endliehen nicht häufen können, so ist ihre Anzahl beschränkt. Demnach 
werde angenommen 
. 1-W, 
lim W, == —1, also lim = mit endlichem A>0 . . 
4 
Da der ausgeschlossene Sonderfall auch physikalisch ohne Bedeutung ist, so soll diese einzige 
Annahme über die Funktion W, im folgenden beibehalten werden. Nach (9) liegen die Null- 


stellen mit großem Absolutbetrag nahe bei den Nullstellen von (e "= Aei“), also bei 


ile A], 


d.h. sie liegen auf der Parallelen zur reellen Achse 


und ihr Abstand ist asymptotisch gleich L Danach kann — das gilt übrigens auch in dem aus- 


geschlossenen Sonderfall eine reelle Zahl o angegeben werden, so daß alle Nullstellen 
von (5) in der Halbebene 


J()+o<V 
liegen. | 
Ohne den Inhalt dieses Satzes sofort voll auszunutzen, werde zunächst nur festgestellt. 

daß der meromorphe Charakter der Funktionen V ir. t: ig) und J (#,t: ig) gestattet, eine Folge 
konzentrischer Kreise A, mit dem Mittelpunkt 0 und beständig wachsenden Radien o, an- 
zugeben, auf deren Umfang der absolute Betrag des Nenners (5) beider Funktionen oberhalb 
einer festen positiven Konstanten bleibt. Mit dieser Folge von Kreisen werden nach dem | 
UÜberlagerungsprinzip die neuen Funktionen | 
lim \ Vertzig)dg, lim \ (10) 
Ki Ki 
gebildet’), die außer den Randbedingungen auch der Anfangsbedingung 
für O<t< T 


genügen. 


%) Bei dieser Darstellung ist es unwesentlich, ob der Integrand für das Argument ig oder ig+0 gebildet wird. 
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Dies einzusehen, schneide man aus allen Kreisen A, (Integrationsveränderliche 4 = o, e'*) 
die beiden Bogen B, und B,, die durch 


Ipl<e und |n 


bestimmt sind, heraus. Dann läßt sich bei vorgegebenem 0 <A 1 durch Wahl eines genügend 
eroßen o erreichen, daß 


auf dem oberen Kreisbogen ler 
auf dem unteren Kreisbogen |e 


wird. Entsprechend der eindeutigen Erklärung der Quadratwurzel y (vgl. S. 139) und der 
Festsetzung II (vgl. S. 135) für f(s) strebt auf dem oberen Kreisbogen für große 4 


eis I+W, const I+W, 
und auf dem unteren Kreisbogen 
I+W, 


Da man sieh bezüglich des asymptotischen Verhaltens von W, auf die Annahme (9) (S. 140) 
beschränken kann, so folgt 


vet +21—x vt+x 
'const AA | 
auf dem oberen Bogen . . . (Ila), 
x—vt x— 
const!d 
z auf dem unteren Bogen . . .(11b). 
Wird die Festsetzung öd 1 noch durch die Forderung 
1 
Min 
ergänzt, so ist ersichtlich, daß der Integralanteil des oberen Bogens mit wachsendem 4. für 


nach Null strebt, da dann erst recht »t+21- >60 ist, und daß der Integralanteil des unteren 
Bogens für 


nach Null strebt, da dann erst recht »t -21+.x<0 ist. 


Auf den ausgeschnittenen Bogen B, und B, ist auf Grund der Auswahl der Kreise (auf 
ihnen sollte der Nenner oberhalb einer festen positiven Schranke liegen) der kritische Quotient 
gleichmäßig beschränkt, so daß nach Multiplikation mit f(ig)dq>-dy die entsprechenden 
Integralanteile durch Verkleinerung von & zum Verschwinden gebracht werden. 


Damit ist der Nachweis beendet, daß die Funktion 


1 x) 
2n \ Sinyl+ W,Cojyl 


. . .(10a) 


auch die Anfangsbedingung V (x, für t< erfüllt. Es hat sich sogar 
für 


ergeben, da für dieses t-Intervall alle Integralanteile nach Null streben. 
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Beachtet man weiter, daß nach dem Satz über die Verteilung der Nullstellen des Nenners 
der Integrand regulär in der Halbebene .J (q) + ist (die Zeiehnung ist mit > ausgeführt, 
wie es dem ungünstigeren Fall entspricht), so kann man den unterhalb der Geraden 


liegenden Teil des unteren Halbkreises auf diese Gerade zusammenziehen (vgl. Abb. 1). 


Abb. 1. 


Die auf die seitlichen Bogen B,, B, entfallenden Integralanteile streben mit wachsenden 
Radien nach Null, und zwar aus dem gleichen Grunde wie die Anteile der Bogen B,.B,. da 
der Abstand o der Geraden (13) von der reellen g-Achse fest ist und darum die den Bogen 

R,, B, entsprechenden Winkel unterhalb der nach Null strebenden Schranke are sin — liegen. 
447 
Dies hat zur Folge, daß immer, wenn die Integralanteile der oberen Halbkreise in 


Fortfall kommen, also für alle £> — die Funktion (10a) auf die Form 


ZinyI+W, Cojyl 


x 


eebracht werden kann’). Diese Darstellung bietet neben anderen Vorteilen auch den, für 

alle positiven und negativen Zeiten die Lösung des physikalischen Problems darzustellen. 
. +. +0 

In der Tat kann für t<— = bei der Ausführung des Limes ( \ = lim \ ) den Integralen eine 

Folge unterer Halbkreise hinzugefügt werden, die für o0>®»x keinen Beitrag liefern und 

weren der Regularität des Interranden in dem umsehlossenen Gebiet das Verschwinden des 

Integrals (14a) in Evidenz setzen. 


Alle Überlegungen, die in diesem Abschnitt an der Spannung V (#, f) ausgeführt wurden, 
gelten in gleicher Weise auch für den Strom J (x, t) und führen zu der Darstellung 
x 
| Col x) + W, 
2a)R+ L(ig+o) Zinyl+-W, Cojyl 


— 


= g+o)eia+9tdg. .(14b). 


Zum Schluß sei bemerkt, daß zur wirklichen Herstellung der Lösungen in der Form (14a). 
(14b) die Kenntnis der unteren Schranke os für die Imaginärteile der Nullstellen des Nenners 
erforderlich wäre. Diese Schwierigkeit entfällt jedoch, da man sich der Form (14a), (145) 


nur für Zwecke der Reduktion der Lösung bedient und zuletzt immer wieder geschlossene 
Integrationswege wie ın (1Va) herstellt, bei denen dann o nicht mehr in Erscheinung tritt. 


$S 2. Auswertung der Lösung. 
2,1. Zerlegung des Integrals in eine endliche Summe. 


Dieser erste Schritt zur Auswertung der komplexen Integrale — es werde im folgenden 
mit der Stromstärke .J (, f) gearbeitet — besteht darin, in 


°), Dureh Einführung der neuen Veränderlichen (iq +0) ist der Integrationsweg von der Geraden (13) in die 
reelle Achse verlegt worden. Für 0 ist jetzt die größere der beiden in 1,1 und 1,3 gleich benannten Zahlen zu nehmen. 
Der Einfachheit halber ist für y und W, als Funktionen der neuen Veränderlichen die alte Bezeiehnung beibehalten. 
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\ R+Lig Zinyl+ W,Gofjyl 
Kv 
Cı/igta—b ur: . (10b) 
IF 
| 
(vgl. Anm. 4, S. 140) die Entwicklung 
+1 
N —2(N+1)yl 
) 
- —2nyl 1 1 5 
einzusetzen. Da bei den Integralen, die mit den Gliedern der Summe gebildet werden, alle 


Singularitäten inneı 


"halb eines endlichen Kreises K liegen, so folgt 


N 
Lig 1+W, dq+R, 
K 


n—= 


und man hat sieh n 
herrührenden Glied 
schreibe man beide 


un zu überzeugen, wann die von dem Restglied der geometrischen Reihe 
er R, und AR, bei der Integration nach Null streben. Zu dem Zweck 
Glieder in zweifacher Weise 


f eiat -1[x+2(N + +1 
R, + hig | 1 —W, 
I+W, 
li 
Kv N 
und 
| 
k, = lim 
Kv 
— li +W, 
R+ Lig I-W, dy 
Kı 


so daß man ihr Verhalten auf den oberen und unteren Halbkreisen getrennt beurteilen kann. 
Jetzt wird völlig gleichartig wie früher (vgl. 13. 8. I4l) aus der zweiten Darstellung 
geschlossen, daß der Integrand von R, für 


auf den oberen Kreisbogen nach Null strebt, und aus der ersten Darstellung. daß derselbe 


Integrand für 


et -[e+2(N+DUJ<O 


| 
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auf den unteren Kreisbogen mit wachsendem q, nach Null strebt, so daß das Restglied R, für 
verschwindet. Die gleiche Schlußweise lehrt, daß R, für 


verschwindet. Es folet also schließlich 


m 
(16), 
| vfiigq) W;\n +1 +11 x] 
"L 2Ba\R-+Lig\ 
m 1 r 


wobei die Gliederzahl N, bzw. N, der beiden Summen auf Grund der vorigen Überlegung 
dureh 


bzw. 

x 

A 


bestimmt 

Mit «dieser Zerlegung des komplexen Integrals (10b) in eine endliche Summe sind die 
Pole des Integranden, die von den Nullstellen des Nenners herrühren, beseitigt. Dafür ist 
jedoch die Eindeutigkeit des Integranden, auf die oben (S. 139 unten) ausdrücklich hingewiesen 
wurde, gestört. Um sie wieder herzustellen, muß die komplexe g-Ebene mit einem die Nullstellen 


(a h)i, (a+b)i 


der Quadratwurzel y verbindenden einfachen Schlitz versehen werden, der am besten längs 
der imaginären Achse geführt wird. In der gesehlitzten Ebene ist die Quadratwurzel y eine 
eindeutige Funktion der komplexen Veränderlichen q, und mit ihr sind es auch die Inte- 
eranden in (16). Der Kreis KA, längs dessen integriert wird, muß alle Singularitäten des 
1 — 
Integranden, also den Schlitz und alle (endlich vielen) Pole der Funktion f(ig) und 
| +W, 
in seinem Inneren enthalten. Um den analytischen Charakter des Integranden klar hervor- 
treten zu lassen, sei angegeben, daß die Lösung (16) mit Rücksicht auf (6b) die Form 


| # \ 
n=u 
) 
Ten 
(17) 
Ns 
\' iq 
n 
(' 
1 Wiy 
7 


erhält ®), nachdem 4 ia als neue, wieder mit q bezeichnete Veränderliche eingeführt ist. 


%) Bis zu diesem Punkt hat aueh Pollaezek loe. eit. !) die allgemeine Untersuchung geführt. Für seine weitere 
Behandlung der komplexen Integrale giit das in !) Gesagte. 
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Kür die weitere Reduktion der einzelnen Integrale, die alle den Typus 


haben, unter N einen rationalen Ausdruck in beiden Argumenten verstanden, ist es von 
Wichtigkeit, daß ein spezielles unter diesen Typus fallendes Integral mit Hilfe der Besselschen 


Punktionen ausgewertet werden kann. Das soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden. 


Auswertung eines komplexen Integrals. 


Das Integral 
PD, (£, 2) eiat- Via: b’sdg, 


das längs einer einfachen, den Schlitz (vgl. 2,1) umschlingenden Kurve C zu erstrecken ist, 
werde in der Form 


._19 


geschrieben. Durch Entwicklung der ersten Exponentialfunktion in eine Potenzreihe ergibt 
sich nach offenbar erlaubter gliedweiser Integration 


PD, 


1 


und jetzt stellen die Integrale Besselsche Funktionen dar’), gebildet für das Argument 
ib(t -&). Ks folgt 


und nach dem ara für Besselsche Funktionen’) 


in dem man 


setze, wird schließlich 


— — ”J,tib /#2. &3 


l 


23. Explizite Darstellung der Lösung. 


Die allgemeine Lösung (17) kann auf Integrale der Form (19) zurückgeführt werden, 
sofern es gelingt, die Funktion 


! 


iy+b 


*) Vgl. R. Courant und D. Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik I (1. Auflage) 8.391. Da u -+r 
ganzzahlig ist, fällt der von 0 bis — » erstreekte Sehlitz fort. 
98) Es sei hier auf einen Druckfehler loc. eit. ?2) hingewiesen: dort fehlt auf S. 706 in (43) unter dem Summen- 
zeieuen der Faktor (i b)". 
Schafheitlin: „Die Theorie der Besselsehen Funktionen“ (1908) (Math.-Phys. Schriften f. Ing. u. Stud. 
d. 4, 8. 83). 


füyq 
(iq «a 


u 

_ | 
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längs des Integrationsweges in eine nach Potenzen von 


._ —b’—ig ö 

fortschreitende gleichmäßig konvergente Reihe zu entwiekeln. Daß dies in der Tat unabhängig 
von der besonderen Gestalt der Funktionen f(iq a) und W(iy— a) immer möglich ist, lehrt 
die folgende Überlegung. Die Substitution (20), die durch 


h | 
aufgelöst wird, vermittelt die konforme Abbildung der über der g-Ebene ausgebreiteten zwei- 
blättrigen Wiemannschen Fläche auf die schlichte z-Ebene. Dabei geht der Schlitz 
in dem sich beide Blätter durchsetzen, in den Einheitskreis 
über, und das unseren Überlegungen durch die Festsetzung 
lim 


zugrunde gelegte Blatt wird auf das Innere des Einheitskreises abgebildet '"), Das Äußere 

eines sehr großen Kreises der g-Ebene, d. h. die Umgebung des unendlich fernen Punktes 

der Ebene wird in die Umgebung des Nullpunktes der z-Ebene geworfen. Da nun die 

betrachtete Funktion außerhalb eines genügend großen Kreises der g-Ebene regulär ist — f (ig) 

W«ig) ist eine rationale Funktion, 

von der nur lim W=/- \ L vorausgesetzt wurde , so ist die transformierte Funktion in der 

Umgebung von 2-0 regulär. Also läßt sich eine positive Zahl o< 1 derart angeben, daß 

die Potenzreihenentwicklung 


verhält sich nach Voraussetzung für große |q| wie 


/ | 22 a) 22 / Ci-+z (21) 
| a) = 
22 
für 2-0 absolut und gleichmäßig konvergiert. Wird jetzt der Kreis KA, längs dessen in 


der Ebene zu integrieren war, so groß gewählt, daß seine Bildkurve ganz in die Umgebung 


2|so<I 


fällt, so kann der Integrand jedes Integrals der Summe (17) nach (21) entwickelt werden, 
und infolge der gleichmäßigen Konvergenz können Summation und Integration vertauscht 
werden. Danach haben jetzt alle Integrale den Typus 
—b 
\ 
10, Mit Hilfe dieser Transformation läßt sieh das Integral 7, (,t) des vorigen Abschnitts auf eine andere 
bekannte Integraldarstellung der BesseIsehen Funktionen zurückführen. Es wird 


.)t+(- 


(hz)’e 


und dieses Integral, das längs des Einheitskreises (Bildkurve des Sehlitzes) zu erstrecken ist, geht durch die Substitution 


über in 


- 


(ih 


(Vgl. Poineare, loe. eit.!), S. 207). 
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und sind in der ganzen g-Ebene außerhalb des Sehlitzes regulär. Also kann der Integrationsweg 
in eine den Schlitz beliebig eng umschlingende Kurve zusammengezogen werden und es folgt 
nach (19) die explizite Darstellung der Lösung 


==» (22 
mit 
>] >] . (22a) 
und 
vt+x 
I<N,< . 22b). 
Sie kann mit Hilfe der „Einheitsfunktion* 1 (#) [(vgl. (2)] auch in die eine Gleichung 
2nl-+.r 
| 


== 


u 


vt— (nl 


-&) 


»t+(2nl— 


Inl—x 


‘ 


2nl+ta 
zusammengefaßt werden, wobei in den Summen über n nach Maßgabe der Faktoren I [ z 


Die Koeffizienten e,„ sind der Ent- 
es handelt sich um rationale Funktionen 


nur endlich viele Glieder von Null verschieden sind. 
wieklung (21) zu entnehmen, die im Einzelfall — 
leicht herzustellen ist. 


Diese Darstellung ist bei jeder beliebigen Endschaltung möglich. Es ıst nur der 


Fall lim 1, also lim 

dem der Integrand überhaupt nur endlich viele Pole besitzt, auch physikalisch nieht sinnvoll 

erscheint, so wird die Allgemeinheit des Ergebnisses praktisch nieht beeinträchtigt. 


auszuschließen, aber da dieser singuläre Fall, in 


| Die in (23) gewonnene Entwicklung der Lösung läßt den wellenförmigen Charakter der 
Stromausbreitung (und das gleiche gilt für die Spannung, die völlig gleichartig behandelt wird) 
klar erkennen. An jeder Stelle x wird zu den Zeiten 


2Znl+x 


und 
2nl—x 
n=1,2,3,...) 


die Funktion ./ (#, t) unstetig, da dann immer eine neue Reihe in Besselschen Funktionen 
hinzutritt. Diese hat wieder wellenförmigen Charakter. Für jeden Zeitpunkt t wiederholt 
sich dies endlich oft, so daß in der Tat die Summe über » nur endlich viele Glieder enthält. 
Die einzelnen „Wellen“, aus denen sich in dieser Weise die Stromstärke J (#, !) aufbaut, 
und die mit der Geschwindigkeit » — - 
ın entgegengesetzter Richtung fortschreiten, können durch Reflexion der ursprünglichen Strom- 
welle an beiden Kabelenden entstanden gedacht werden, so daß der ganze Ausbreitungs- 
vorgang als ein Spiel hin- und herlaufender Wellen erscheint. 


teils vom Anfangspunkt gegen den Endpunkt, teils 


r .. er r Zt: . # 
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S 3. Beispiele. 


Es soll in folgenden gezeigt werden, wie sich die Koeffizienten e,„, deren Berechnung 
aus (21) erst nach Vorgabe der Amplitude fig) der Anlegespannung und der dureh die End- 
schaltung bedingten rationalen Funktion Wiig) [vel. 1,2.| möglich ist, in Einzelfällen be- 
stimmen lassen. Dabei werde einheitlich mit einer zur Zeit ?=0 angelegten einfachen 
Wechselspannung 


(dt): 


pr 
gearbeitet, so daß in (17) 


| 


zu setzen ist. Dann handelt es sich nach Ausführung der Transformation (20) um die Be- 
stimmung der Koeffizienten von 


n 
+ 2) Li1-—z 22 
wi | 
\ 22 
31. Ohmscher Widerstand am Kabelende (W=r). 
In diesem Falle wird der Ausdruck in der großen Klammer 
IV Ti" K-e 
/cel+z 1-Kz 
mit 
| r / 
. l; 
K= (26), 
und die Koeffizienten e’,,„ der Entwicklung 


sind leicht anzugeben. Durch n-malige Differentiation der geometrischen Reihe ergibt sich 

| n 


und nach Multiplikation dieser Reihe mit der binomisehen Entwicklung von (K 2)" folgt 


A—V 


Es ist von Bedeutung, daß sich bei allen e’,„ mit » 1 der Faktor (AK? 1) abspalten läßt. 
Man bestätigt sofort '') 


| n 
| 
l 
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Wird an das nahe Ende eines Kabels, dessen Ableitung G@ vernachlässigt werden kann 
‘a b). eine Gleichspannung E(»=0) gelegt und das ferne Ende durch einen rein Ohmschen 
Widerstand abgeschlossen, so sind die Koeffizienten e,,„, wie (25) lehrt, durch die Werte (26e) 
selbst gegeben. 


Im allgemeinen (a $b, »=$V0) ist zur Bestimmung der Koeffizienten in (25) noch die 
Entwicklung 


b(ii+2) +22latio) ”° (27) 
auszuführen, deren Koeffizienten 
—] 


sind. Aus (26) und (27) folgen schließlich durch Multiplikation die Koeffizienten e,,„ der 
Lösung (23) in der Form 


v 
Y [23 


vn 


32. Kurzschluß am Kabelende (W=0). 


Dieser Fall kann als Sonderfall des vorigen betrachtet werden (r 0, K N. Da 
nach (26e) 
ist, so wird 
[2 
Cy . 


Die Lösung (23) erhält die Gestalt 


/n—1 Y | 
4 \ / 2 2 
29). 
\' „a_[2nl— x)’  2nl—«\ 
+2 J, 2) - 


+ N > 1’ — — 


Wird an das nahe Ende eines Kabels, dessen Ableitung @ vernachlässigt werden kann 
(a=b), eine Gleichspannung E(»=0) gelegt und das ferne Ende kurzgeschlossen, so redu- 
ziert sich (29) wegen 71 auf die bekannte, bereits von Poincare (loe. eit. ')) angegebene 


Reihe 


n = 


vt+(2nl—x) 


. (29a). 
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Der Fall des Kurzschlusses läßt sich auch in anderer Weise einfach behandeln. Man 
schreibe nach (1) 


| 


und setze hierin (vgl. (l4a)) 


2 


E (Sinyll—«) l 
Dann wird | 
+. 
l 


und da sich der Integrand in zwei Faktoren spalten läßt, deren jeder die in 1,1. genannten 
Bedingungen erfüllt, so läßt sich das Integral aus den beiden „Teilintegralen* 


I 
und 
| Ev | 
Kertid=,_\ 


gemäß dem Faltungssatz'”) zusammensetzen. Es wird 
EIG + s— \ Dir, dr 
Of). | 
dr) 


Pia, + (io) 


und ebenso erhält man die Spannung V«x, #) |vgl. (30)] in der Form 


Ä 
M 
Strom und Spannung sind also in einfacher Weise aus der Funktion Pix, t) zu ge- 
winnen, für die nach $ 2 die Entwicklung 


(34) 
| 


eilt’). Damit tritt der in (29) gegebenen ersten Form der Lösung in 


12) Verl. die ausführliche Darstellung loe. eit.?) S. 694 bis 706. 


13) Man beachte, daß sieh P’(x,t) nieht dureh unmittelbare Anwendung des Faltungssatzes auf (30a) hätte er- 
mitteln lassen, da sieh in (30a) der erste Faktor des Integranden für große q. nieht wie 1: q verhält. Dies wird 
erst dureh die Integration nach x erreicht. 


| 
« 
| 
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nV 
2nl+x 
(35) 
2unl—x | | 


eine zweite zur Seite, und zwei völlig entsprechende Darstellungen gelten für die Spannung 

Die erste Methode zur Behandlung des komplexen Integrals, mit der im vorigen Para- 
graphen die allgemeine Lösung hergestellt wurde, trägt weiter als die soeben geschilderte 
zweite, denn im allgemeinen Fall wäre es nicht zweckmäßig, in (16) die irrationalen Faktoren 
1 —W, 
I+W, 
Faltungssatz abzuspalten. Die im Sonderfall des Kurzschlusses am Kabelende in (35) sich 
ergebende zweite Form der Lösung ist jedoch für die praktische Berechnung vorzuziehen. 
Will man z. B. für 


mit denen sich keine einfacheren „Teilintegrale* ergeben würden, nach dem 


31 


" " 


(36a) 


den Endstrom J(l,#) nach Potenzen von (rt 1) entwickeln, so entnimmt man der Dar- 
stellung (35), in der sich jede Summe über n auf das erste Glied reduziert, sofort die 
Näherung '**) 


/ / ] 
\-- 2 FF — At 
(36). 


3,3. Leerlauf (Isolation) am Kabelende (W=x). 


Auch dieser Fall kann als Sonderfall des im Abschnitt 3,1 behandelten angesehen 
werden, Für r = ergibt sich aus (26a) K=—1 und da nach (26e) 


1)", 


ist, so wird 


( 1)" Cy. 


Die Lösung, die nicht noch einmal gesondert hingeschrieben werde, unterscheidet sieh von (29) 
nur dadurch, daß in allen Summen über den Index n die Summanden alternierende Vor- 
zeichen erhalten. Das gleiche gilt von der zweiten Darstellung entsprechend (5) -—, 
deren Ableitung mit der im vorigen Abschnitt gegebenen völlig übereinstimmt. 


1?) In diesem Sonderfall des Kurzsehlusses am Kabelende wurde die Lösung in der ersten Form (für =!) von 
Pollaezek (loe. eit.t) S. 93) angegeben |dort erfährt allerdings das betrachtete Intervall! <»v?f<31l eine nieht in 
der Natur der Sache liegende Teilung]. Die zweite Form der Lösung stimmt sachlieh überein mit dem Ergebnis, zu 
dem G. Doetsch „Elektrische Schwingungen . . «“*, Festschrift d. Teehn. Hochseh, Stuttgart (1929) S. 56 bis 78 gelangt, 
wo er die Telegraphengleiehung mit Hilfe der von ihm bevorzugten Laplace-Transformation behandelt. 


14a) Vgl. Pollaezek; loc. eit.!), der diese Näherung nieht aus seiner Endforme] (31) S. 93 gewinnt. 


| 
| 
| 

| 

( 
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hig-+ R 
Cigq+6/ 


Zuletzt sei noch der Fall erwähnt, in dem das Kabel am fernen Ende durch eine 
Schaltung abgeschlossen ist, deren Widerstandsvektor gleich dem  Wellenwiderstand 
Liyr RK; ‘ist [bei einer verzer freil Lei 
2 ‚ des Kabels ist [bei einer verzerrungsfreihen Leitung (b =0) wird Z= 

Cig+( ( 
von g unabhängige. Aus W=Z folgt nach (6a) W,=1, und schon Formel (16), in der nur 
das erste Glied der ersten Summe von Null verschieden ist, lehrt, daß gar keine Reflexion 
stattfindet. 


34. Vollständige Endanpassung ur. 


$ 4. Entwicklung nach Eigenfunktionen. 


Methode der Partialbruchzerleeune., 
fen) 


Der Vollständigkeit halber muß darauf hingewiesen werden, daß man zur Auswertung 


der komplexen Integrale 
- Toys, 
Kv Kv 
die mit den Integranden (5) als Lösungen des Einschaltproblems erkannt wurden, auch einen 
anderen Weg als in $ 2 einschlagen könnte. Wenn es gelänge, die Nullstellen des Nenners 
beider Integranden tzig) bzw. J Ge. tzig), also die Wurzeln der transzendenten Gl. (8), 
die in der Form 


| ( | Win 


0.0.0... (88) 
1- / 
+| iq (m) 


geschrieben werden kann, zu bestimmen, so käme man auf folgende Weise zum Ziel. Man 
könnte nach dem Mittag-Lefflerschen Satz der Funktionstheorie die meromorphen 
Funktionen 


; + x) 
Vertiig) flig) Sinyi+ 


ei 


(9) 


Sinyl+ W, 


eial 


als Summe einer ganzen Funktion und einer Reihe rationaler Funktionen darstellen, deren 
jede im Endliehe - einen einzigen Pol besäße. Nach Auflösung der Integrationskreise A, 
Jede ım Endliehen nur einen einzigen Pol besäße. Nach Auflösung de gr: ; 
in Folgen kleiner, je einen Pol umschließender Kreise ließe sich dann jede der Lösungen (10) 
als Grenzwert der Residuensumme des Integranden gewinnen. 


Da die Bestimmung der Wurzeln der transzendenten Gleichung (Sa), die dieser Aus- 
wertung der komplexen Integrale zugrunde liegt, mit den heutigen Mitteln der Analysis 
nur in sehr einfachen Sonderfällen möglich ist, so erweist sich dieser Weg im allgemeinen 
nicht als geeignet, und es zeigt sich die Überlegenheit der in $2 gegebenen Methode, die 
auch im allgemeinsten Fall zum’ Ziel führt. 


1,2. Beispiel: Kurzschluß am Kabelende. 


Die im vorigen Abschnitt geschilderte Methode läßt sich im Sonderfali des Kurzschlusses 
am Kabelende leicht durehführen und ermöglicht einen interessanten Vergleich mit dem in$ 2 
gewonnenen Ergebnis. In diesem Fall kann die Lösung (vel. 3,2.) auf die Funktion Pr.) 
zurückgeführt werden, die sieh nach Abschnitt 1.3 für #0 in der Form 


P 3 him \ 


Kı 


schreiben läßt. Die Nullstellen des Nenners sind durch 


fi 7 ft 3 r - 
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bi. 
gegeben. Solange v — ‚„'st, liegen die Nullstellen 


auf der imaginären Achse und zwar gerade auf dem Sehlitz (vgl. S. 144). Dies bedeutet jedoch 
keine Sehwierigkeit, da die einzelnen Glieder der Partialbruchzerlegung sıch als eindeutige 
Funktionen erweisen werden, und aus diesem Grunde der Schlitz im Gegensatz zu den Über- 
legungen des $ 2 ganz fortgelassen werden kann. (Wäre dies nicht der Fall, so müßte man 


den Sehlitz an den Polen vorbeiführen.) Für alle » > —— liegen die Nullstellen 


auf der Parallelen g=ia zur reellen Achse, und ihr Abstand ist, wie schon in 1,3 (S. 140) all- 


gemein festgestellt wurde, asymptotisch gleich 


Aus der bekannten Partialbruchzerlegung 


vl 
[folgt 
ylöinyl (pl) — ta)’ —b (39), 


und die hier erlaubte paarweise Zusammenfassung der Glieder bringt die Eindeutigkeit der 
Funktion sichtbar zum Ausdruck. Wird jetzt jedes Glied der Summe gemäß seinen beiden 
Polen in zwei Teilbrüche zerlegt, so ergibt sich schließlich 


1 „#33 | 1 
Sinyl igta-b ig+ta+b 


eine Formel, die die Residuen des Integranden von (37) unmittelbar abzulesen gestattet. 
Werden jetzt die Kreise K,„, längs deren integriert wird, in Folgen kleiner, je einen Pol 
umschließender Kreise aufgelöst [ein um den Schlitz zu erstreckendes Integral tritt nicht auf, 
da auch der Zähler in (37) eine in y gerade Funktion ist und somit auch nach Einführung 
der Summe (39a) in (37) der Integrand jedes Teilintegrals an beiden Ufern des Sehlitzes 
gleiche Werte annimmt], so folgt für P (x, t) die Darstellung 
| | 
COS A v / 


I 


oder anders geschrieben 


/ 2 
iv: 


11 
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Damit hat sich bei der Auswertung des komplexen Integrals (37) nach der Methode der 
Partialbruchzerlegung die Funktion P (x, #) in Form einer Fourierschen Reihe ergeben. Man 
erkennt, daß der Natur des physikalischen Problems nicht diese, sondern die Darstellung (34), 


zu der die erste Methode führte, angepaßt ist. Denn die Darstellung (34) brachte — was 
in (40) verwischt erscheint die Reflexion der Leitungswellen unmittelbar zum Ausdruck 


und spiegelte so in den mathematischen Symbolen das Wesen des physikalischen Vorgangs 
wider. 

Zum Schluß sei noch die formale Übereinstimmung der beiden Lösungen (34) und (40) 
gezeigt. Geht man von (34) aus, so findet man durch Fourier-Entwieklung im Intervall 
VS 21 


21 
-iu 
n 


Da sieh die einzelnen Integrale bei der Summation über » lückenlos aneinanderreihen, so folgt 


7 
. vt 
Entsprechend erhält man 


17 — 


und gewinnt auf diese Weise aus (34) für ? (x, t) die Darstellung 


1.0 +rt = 


Jetzt zeigt der Vergleich mit (40a), daß die Übereinstimmung beider Lösungsformen auf der 
Identität 


berulit, die aus einer in der Theorie der Besselschen Funktionen bekannten Integraldar- 
stellunz'") folgt. 658 


15, Vgl. Watson: „A treatise on the theorie of Bessel functions“, Cambridge 1922, 13 + 47. 


\ | 
| 
| 
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Über die Sickerung und Grundwasserbewegung mit freier 


Oberfläche. 
Von V. V. Wedernikow in Moskau. 


1. Für die Grundwasserbewegung unter Wasserbauten ohne Bildung einer freien Ober- 
fläche sind schon viele Aufgaben ')?)*) gelöst worden. Zur Berechnung dieser Probleme hat 
Prof. N. N. Pawlowsky die Methode der konformen Abbildung mittels der Integralformel 
von Christoffel- Schwarz angewandt. Mit Hilfe dieser Methode gab er viele wert- 
volle Lösungen. 


Aber für die Grundwasserbewegung mit freier Oberfläche wurde bisher sehr wenig 
getan’), weil hierbei zwar die Randbegrenzung (Böschungen und Sohle des Kanales, Böschungen 
der Erddämme, undurehlässige Sohle) aus geradlinigen Stücken besteht, die freie Oberfläche 
aber gekrümmt ist. Aus diesem Grunde ist es nämlich nieht möglich, die Methode der kon- 
formen Abbildung mit Hilfe der Formel von Christoffel-Schwarz direkt zur Berechnung 
der Sickerfigur anzuwenden. 


In einer Arbeit „Versickerung aus Kanälen“ °) wurden gleichzeitig mit der Untersuchung 
der Siekerungserscheinung eine Reihe hydromechanischer Lösungen angegeben. Dabei haben 
wir die Angabe von Prof. N. E. Joukowsky’) über die Einführung einer neuen komplexen 
Größe verwandt: an Stelle der von Prof. Joukowsky angewandten Methode der gerichteten 
und erzeugten Netze haben wir aber die Methode konformer Abbildungen mit Hilfe der Formel 
von Christoffel-Schwarz und anderen Formeln benutzt. 


Bei der Lösung dieser Aufgaben erhielten die Kanalböschungen allerdings infolge der 
angewandten Methode keine geradlinige Form. Daher erscheint es wertvoll, eine Methode 
zu schaffen, die die geradlinige Form der Kanalböschung beibehält und die Möglichkeit der 
Lösung anderer Sickerprobleme mit freier Oberfläche gibt. 


Es ist bekannt, daß 


1. auf der Sohle die Riehtung der Siekergeschwindigkeit immer gleich bleibt, 

2. auf den geradlinigen Böschungen ebe nfalls die Rie htung der Siekergese hwindig- 
keit gleich bleibt, da der benetzte Kanalbettquerschnitt eine Äquipotentiallinie ist, 

3. auf der freien Oberfläche der Sickerströmung ein unveränderlicher Druck 
herrscht. 


2. Wir verwenden den Vorschlag von Kirchhoff. In den von Helmholtz, Kireh- 
hoff, Joukowsky u.a. behandelten Aufgaben bleibt die Geschwindigkeit längs der „freien 
Strahlen“ oder der freien Oberflächen in den Ausflußaufgaben) unveränderlich. Dagegen 
ist die Filtergeschwindigkeit längs der freien Oberfläche eines Siekerstromes veränder- 
lieh, und es würde zu falschen Ergebnissen führen, wenn man sie als konstant annähme. 
Wie man ferner sehen wird, ist es nicht notwendig, die Geschwindigkeit längs der freien 
Oberfläche eines Sickerstromes als konstant anzunehmen. Wir führen in der Untersuchung 
statt des Vektors u + ir der Sickergeschwindigkeit den Vektor 


der reduzierten Geschwindigkeit (d. h. der Geschwindigkeit, welche dureh die Durchlässig- 
keitsziffer k; dividiert ist) ein. 


Dieser Vektor liegt in bezug auf die reelle Achsenrichtung spiegelbildlich zum Vektor ®', 
der dureh Differentiation des komplexen Potentials 


nach dem Vektor z2=#=-+iy entsteht: 


or. = .dz 


!) Vgl. Prof. N. N. Pawlowsky: Theorie der Grundwasserbewegung unter Wasserbauten ‘Russ.). Lenin- 
grad anne s. auch 1°" Congres des Grandes Barrages, Seandinavie, Juin Juillet, 1933, Vol. IV, Question 2—b. 
°, Warren Weaver: Üplift pressure on Damıs. J.of Math. and Pn., Vol. XI, No. 2, 1952 Mass. Inst. of Techn. 
3) Prof. N. E. Joukowsky: Siekerung des Wassers dureh Dämme (Russ.), Moskau 1923. 
4), G. Hamel: Über Grundwasserbewegung. Diese Z. Band 14, 1934, H. 3. 
5) Wasserkraft und Wasserwirtschaft, 1934, H. 11, 12 u. 13. 
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Der Bequemlichkeit halber erörtern wir die Methode an einem Beispiel, etwa der 
Siekerung ohne Stau aus einem Kanale von dreieckigem Querschnitt (Abb. la) mit den 
Böschungen m (m = cetga, wo a der Winkel der Böschung mit dem Horizont ist), Für das 
Bild in der »-Ebene erhalten wir folgende Zuordnung: 

Der Punkt e der „Kanalsohle* ist ein besonderer Punkt (singuläre Stelle), in dem # = ist, 
falls man die Trägheitskräfte vernachlässigt. Die y-Achse in Abb. 1 ist senkrecht nach unten 
gerichtet, deshalb werden die Winkel im Uhrzeigersinn gerechnet. Auf der rechten Böschung 
erhalten wir: 


tg (3 «) — eonst 

und auf der linken Böschung: | 

tg (3 + «) CONSt. 

Längs der Kanalachse und in der Unendlichkeit des Sickerstromes haben wir ebenfalls 


arctg const. 


Zur Klarheit der Darstellung sind auf allen Ebenen (Abb. Ib, e,d,e) entsprechende Punkte 
mit denselben Buchstaben wie auf Abb. la bezeichnet. 


17 
(2) 
a) 


e N e) 


Abb. la bis le. 


Die rechte Böschung wird nun, z. B. auf dem Geschwindigkeitshodographen (Abb. 1b) 
auf eine gerade Linie abgebildet, die unter einem Winkel „a gegen die r„-Achse geneigt 
ist. Die Böschung liegt auf dieser Linie zwischen dem Punkte b mit den Koordinaten 

sinacosa 


= cos? a 


und dem Punkte e, der im Unendlichen liegt. 


N 
d 7 
) 
1 | 
a) | 
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Dem Punkt e entspricht im Gesehwindigkeitshodographen das Unendliche. Die Strömungs- 
linie längs der Kanalachse von e an bis ins Unendliche läuft auf der Ordinatenachse des 
Geschwindigkeitshodographen zwischen dem Unendlichen, das ja dem Punkte e entspricht, und 
dem Punkte ae, die den Punkten ae der Sickerungsfigur entsprechen (in der Ebene Abb. la). 

Für diesen Fall der Siekerung aus Kanälen ins Unendliche ist in allen Punkten der 
Linie a-e (im Unendliehen unter der Kanalsohle) die reduzierte Filtergeschwindigkeit gleich 
eins, und es werden alle Unendliehkeitsstellen der Siekerfigur, dem Punkte ae des Hodo- 
oraphen mit den Koordinaten #,=1 und v.=0 entsprechen. Die freie Oberfläche wird, unter 
len bereits oben genannten Bedingungen (wie B. B. Davison') angegeben hat), durch die 


Gleichung 


bestimmt, wird also im Hodographen der reduzierten Geschwindigkeiten als Bogen eines Kreises 


durch den Nullpunkt mit dem Radius n und dem Mittelpunkt auf der Ordinatenachse dar- 


gestellt. 

Wir sehen, daß die Sickerfigur in der Ebene der Vektorgeschwindigkeit v,, ®, von 
veraden Linien und einem Kreisbogen begrenzt wird. Jedoch können wir für diese Figur die 
Methode der konformen Abbildung auf die positive Halbebene unter Zuhilfenahme der Formel 
von Christoffel- Schwarz nicht anwenden. Auch kann hier der Vorschlag von 
Joukowsky®)-Michell nichts nützen. 

Wir wissen aber, daß der Kreis, der im gegebenen Bereiche die Abszissen- 
achse im Koordinatenanfang berührt, durch eine Transformation nach 
reziproken Radien in eine Gerade parallel zur Abszissenachse verwandelt 
wird. 

Für uns ist es wichtig, daß die Gerade, die im gegebenen Bereiche durch den Koordinaten- 
ursprung geht, auch im neuen Bereiche eine Gerade ergibt. 

Auf diese Weise wird unsere Figur im neuen „reziproken* Bereich nur aus geraden 
Linien bestehen, und für eine solche Figur ist es möglich, die Methode der konformen Ab- 
bildungen nach der Formel von Christoffel-Schwarz anzuwenden. 

Verwenden wir die Transformation durch reziproke Radien, so erhalten wir die neue 
komplexe Größe 


1 dz l 


Folglich hat diese neue komplexe Zahl dieselbe Richtung wie die Geschwindigkeit, aber deren 
reziproken Absolutwert. 

Im Bereich der neuen komplexen Größe [v]? stellt die Siekerfigur ein gleichschenkliges 
® Dreieck dar (Abb. le). Die den Grenzen der Sickerströmung entsprechenden Punkte sind 
= aus der Zeichnung ersichtlich. Auf der freien Oberfläche, die durch die Grundlinie des Dreiecks 
dargestellt wird, haben wir 


und auf den Böschungen 


v 
Zwischen den Punkten des Dreiecks jo]: (Abb. le), des unendlichen Halbstreifens der 


Ebene (X, Y) und den Punkten der Halbebene (= E£-+in), auf welcher wir zur Verbindung 


'), B.B. Davison: On the permanent motion of the ground water trough a prismatieal dam of reetangular 
eross-seetion. Memoires de l’Institut Hydrologique, vol. VI, Leningrad 1932. 

6») N. E. Joukowsky: „A Modifieation of Kirehhoff’s Method . . .* 1890, s. a. ?te Auflage in „Transactions 
of the Central Aero-Hydrodynamical Institute“, N. 41, 1930. Works of N. E. Joukowsky, Vol. II, Issue 3. 


| 
| 
| ® 
| . . . . 
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von ;, „und Z das Dreieck FL und den Halbstreifen (X, Y) abbilden, nehmen wir folgende 
|” 


Beziehungen an: 


wo 0 die Siekerwassermenge je Einheit der Kanallänge, // die Tiefe des Wassers im Kanal, 
B die Spiegelbreite des Kanales sind. 


Die Innenwinkel des Dreiecks an den Punkten 5b und d sind gleich „>— «a und an dem 


Punkt e gleich 2a. 


Haben wir diese Angaben, so erhalten wir mittels der Formel von Christoffel-Schwarz 


eine Beziehung zwischen dem Vektor der Halbebene £ und dem Vektor TI, durch die Formel: 


Bilden wir auf dieser Halbebene [das komplexe Potential W=ey-+tiy=— (X+iY) 
als Rechteek (es ist in diesem Falle ein unendlicher Halbstreifen, Abb. le) ab, so er- 
halten wir eine Beziehung zwischen dem Vektor op und dem komplexen Potential und 

werden folglich , .,, als Funktion von W darstellen können. Für diesen Fall haben wir nach 
der Formel von Christoffel-Schwarz: 


dl 


X+i-Y=B:\ vei 


), 


- st. 


l 
JE * 


Durch direkte Integration erhalten wir nun eine Beziehung zwischen dem Vektor 
2°. +iy und dem komplexen Potential in der Form: 


Haben wir diese Beziehung, so können wir das Stromliniennetz, das Druckverteilungs- 
bild im Siekerstrom und den Verlauf der Siekergeschwindigkeiten längs des benetzten Kanal- 
quersehnittes aufzeichnen sowie die Siekerwassermenge bestimmen. 


3. Verfolgen wir dieses Beispiel bis zum zahlenmäßigen Ergebnis. Die Formel (6) kann 
man folgendermaßen schreiben: 


= 


% dc 
| 1-2 
Js 
Wır führen eın: 
) 
dc 
(1 


u = Wedernikow, Sickerung und Grundwasserbewegung mit freier Oberfläche 159 


Dieses Integral läßt sich leicht mit Hilfe der Gammafunktion bestimmen. Wir erhalten: 


1 l a 


7 1 7 


Das gibt die Bedingung 


Für Z£=1 ergibt die Formel (9): 


und 
D=— 13 
a 
Daher haben wir die endgültige Gleichung 
| 
0 
Nach Formel (8) erhalten wir für die Koordinaten des benetzten Kanalbettquersehnitts: 
0 - 
(15) 
dc 
1—2 
0 
und für die Koordinaten der freien Oberflächen: 
——— + (1 
(16). 


| 
12 +- 


l 


4. Jetzt suchen wir den Ausdruck für die Sickerwassermenge. Mit der Abkürzung 


1 


haben wir für ©=1 nach (15): 


() 

—— . . . . . . . . . . . (18) 
I 


2. 
und 
A 
( 


| 
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Aus diesen Gleichungen folgt die Sickerwassermenge je Einheit der Kanallänge: 


2 
IT 
J 
Führen wir 
2 l Ä 


ein, so erhalten wir: 


wo .| eine Funktion des Neigungswinkels der Böschung zum Horizont oder eine Funktion des 
Verhältnisses der Spiegelbreite zur Kanaltiefe ist. 


Aus (17) sehen wir, daß 


[a l 


)- 4 4 


ist und erhalten 


Wir berechnen noch die Werte A für Kanäle mit den Böschungswinkeln Fi £ 
und (kleinster für die Praxis interessierender Winkel). Gleichzeitig erhalten 


wir aus der Formel (24) die Werte A für die Winkel 


Die Werte r\ ) berechnen wir, mittels der Formel von Gauß’); wir nehmen dabei fünf 
IE | 
Ordinaten an. Diese Berechnung ergibt de — 2,9123666 für den Fall er © Der exakte 


Wert ist für diesen Fall nach der Formel (23) ir = J, oder =2.yn-I® (4) 


4 


zu finden, 


') Für diese Berechnungen muß man die Integrale r(@) transformieren, was sehr leicht ist. Z. B. bei „= 
haben wir 
1 1 


2 | V1+23 | Vi+z6 V1-+3z6 
0 
| 
wo » und 2= sind. 
V l + 


| 
Daraus folgt dann für «= T (d.h. für den Kanal mit den Böschungen m = 1): | 
4 
a oder: (7) 
a_| 2, 
n 3’ n 8’ | 
| 
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Unter Benutzung der Tabelle von Jahnke und Em de erhalten wir 


Für praktische Zwecke genügt die Berechnung von A auf zwei Dezimalen. Die Werte I/(r) 
nehmen wir aus den Tabellen von Jahnke und Emde. 
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Die Ergebnisse der Berechnungen sind in der Tabelle 1 31 a ar 
und in der Abb. 2 zusammengestellt. MO BR | | 
| | 
Tabelle 1. | 
IT 2 | 
1/20 90 6.31375 1,887 1.579 Ir [ | 
020 90° 2.4142 2.092 35 | | 
1/8 220 30 241421 1,735 
1/6, 309 1,73205 | 2.27% | 1,821 | | 
T T 
1/4 45° 1 2,912 2,000 | | 
1/3 60" 0.577835 _ 2,197 | | | 
67° 30° 0,41421 2,306 0° 
9720 81° 0,15838 2,533 Abb. 2. 
7 a . 
Im Intervall von az bis zu ET kann man den Zusammenhang zwischen A und 
A 
angenähert durch 
A= 2,123 + 1,17 


darstellen. Für die gewöhnlichen Böschungen haben wir 
. m A 
1.0 2,0 
15 1.864 
2.0 1,781 


5. Wir geben nun ein Bild des Verlaufes der Sickergeschwindigkeiten längs der (uer- 
schnitt-Umrisse von Kanal und freier Oberfläche. Als Beispiel nehmen wir den Kanal mit 
Böschungen m = 1 und H=1,0 m. 


Tabelle 2. 


Der benetzte Kanalumfang. 


Die freie Oberfläche. 


0 0 x 0 1,000 I) 1,000 1,000 0,0 
0.05 90 3,302 0.029 0,971 0,4 0,575 1.286 0.4 
0,10 180 2,323 0,081 0,919 0,8 0,410 1481 0,8 
0,15 27° 1.881 0,149 0,851 1.2 0,298 1.621 1.2 
0,20 36° 1.608 0,231 0,769 1,6 0,217 1,722 1.6 
0.25 45° 1.414 0,335 0,675 
0,30 54° 1.262 0,431 0,569 
0,35 63 0 1.133 0,549 0,451 IR 
0.40 720 1.017 0,681 0,319 “> 
0,45 81° 0,900 0,829 0,171 
0.50 900 0.707 1.000 0,00 
[46233 Y yo 


Abb. 3. 


| | 
| 


Zisehr. f. angew. 
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Die Siekergescehwindigkeiten in einzelnen Punkten berechnen wir nach Gl. (14) durelı 
Reihenentwieklung*). Um die Koordinaten « und y zu erhalten, berechnen wir die Integrale 
in (15) und (16): 


- 


arcsin - — und - 
mittels der Formel von Gauß und benutzen dabei analoge Transformationen wie bei der 
obigen Berechnung von rl ) Wir nehmen dabei wieder fünf Ordinaten an. Die Ergebnisse 
IT 


der Berechnungen sind in der Tabelle 2 zusammengestellt. 


Die Siekerfigur und der Verlauf der Siekergeschwindigkeiten längs des benetzten 
Kanalbettes sind in Abb. 3 dargestellt, wobei die Punkte, zwischen denen 1/20 der Sicker- 
wassermenge versickert, auf dem benetzten Kanalbettquerschnitte angemerkt sind. Man sieht 
daraus, daß die Koordinaten der freien Oberfläche sich nicht sehr merklich von denen im 
Falle der Siekerung aus dem „Dreieeksprofil“ unterscheiden, der in dem Aufsatz „Ver- 
siekerung aus Kanälen*°) (S. 135, Abb. 5) untersucht worden war (für die krummlinigen 
Böschungen galt auch = 1). Ferner sieht man, daß die Sickerwassermenge in beiden Fällen 
die gleiche ist. Weiter ist klar, daß auch der innere Bereich des Sickerstromes oder das 
Strömungsbild für diesen Fall sich sehr wenig von dem Strömungsbild unterscheidet, welches 
auf Abb. 5°) angegeben ist, da der kleine Unterschied nur in der Nähe des benetzten Kanal- 
bettes besteht. 


ec Ur 
[(v]? 
T 
“4 fi 
Uy 
c) [u]? 
[A613 
Abb. 4. 
8), Z.B. bei setzen wir und erhalten 
1 i d- d: | l l 2» ] 
u 
Wo 
2+4 4n l 


N ad 
£ 
a) | 
| 
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6. Betrachten wir nunmehr die Siekerung aus trapezförmigen Kanälen. In diesem 
Falle besteht die Kanalbegrenzung außer aus den Böschungen und der freien Oberfläche aus 
der Sohle des Kanals mit der Breite b, auf welcher 

v 7 

arctg — 

2 
ist. Die Randbegrenzung der Sickerfigur ist für alle Ebenen (z,»,£,Z) aus der Abb. 4 er- 
siehtlieh. Wir bezeichnen die Sickerwassermenge durch die Sohle mit @,, die Sieker- 
eeschwindigkeit auf der Achse der Kanalsohle mit »z und nehmen folgende Beziehungen 


(Abb. 4) zwischen “len Punkten der Ebenen z, op Z und Z an: 


1.2=0; y=H; X=Y=0; 294’ s=n=U, 
r 
a. X + Y H; X 7 } ’ 0; k; 
B 2 
() () " 


Die Beziehung zwischen Z und £ hat dieselbe Form wie (7), also 
X y () . 
ak; 


Nach der Formel von Christoffel-Schwarz ergibt sich: 


1—22)2 "”.(k2 2 
) (k? — 


Für k<&<1]1 haben wir: 


D(sina-+icos a): (86). 
Wir führen ein: 
k 
1 J, . . . . . . . . (24) 
und 
) 


Das letzte Integral kann man mit Hilfe der Gammafunktion bestimmen. Es wird: 


1 a 7 
— . . . . . . . . . 


N 
k, a (3 =) ya 1 


wo k,=y1l--k? ist. Aus (26) und (29) folgt dann 


| k 
D=— — =— 
J,-cosa J a 


J,- cos a 


und 


| 
« 
k 
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Ztsehr. f.angew. 
Math. und Meech. 


Die Beziehung zwischen z und Z oder 


- 


der Kanalsohle haben wir 
J,-cosa 

| 

+ | aresin{ H 


für die Koordinaten der Böschungen (k<{I<1): 


- 


ung 
2 


— | aresın 75 


k 


und für die Koordinaten der freien Oberflächen (© >1) 


2 J,-cosa a: k; 
r2 1)? 7 


dc 
] a 
, 


wird durch (8) gegeben. 


[74 
k?) 


le; 


Für die Koordinaten 


7. Aus diesen Gleichungen folgt die Formel für die Siekerwassermenge je Einheit der 


Kanallänge. Wir führen die Bezeichnungen ein 


k 
und 
) 
k 
Die Breite der Kanalsohle ıst dann: 
1 () 


J,-cosa 


ferner die Spiegelbreite: 


(30) 
(31) 
| 
(32). 
(33) 
(34). 
(39), 
(36) 


= 
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— 


und die Wassertiefe des Kanales: 


Die Siekerwassermenge erhält man durch den Ausdruck 


b 
wo A Funktion von m und m —ctga ist, und zwar ist 


A= - (39). 
Wir wollen die Werte A für Kanäle mit den Böschungswinkeln - nn; — on . und 


berechnen. Zu diesem Zwecke bestimmen wir die Werte und f, 
JT 
mittels der Formel von Gauß und nehmen dabei, wie oben, fünf Koordinaten an. Die Er- 
gebnisse der Berechnungen sind in der Tabelle 3 zusammengestellt. 


Diese Tabelle gibt die Werte b, B und H im Verhältnis zu n (Breite des Sickerstromes 


im Unendlichen), die Werte A, m und das Verhältnis —aresink. Auf Grund dieser 


a 


Tabelle. 


„2 her hf hr B 
0 0,5000 0,2500 2.000 2,000 


0,25 0,1668 0,3333 | 0,5449 0,1891 | 2,407 | 2,882 
050 0,3035 0,5000 0,5947 0,1456 2,785 4,084 
0.875 0,6093 0,7699 0,7456 0,06817 3,732 10,94 


0,0375 0,7061 0,8392 0,8021 0,04801 4,123 16,71 
1,0 1.0 1.0 1.0 0 | 0 oo 
a=30.' (m = 1,132) 

0,0 0,6555 | 0,1892 | 1,821 | 3,464 


0.25 0,2036 0.3333 0,6840 0,1387 2,279 4.932 
0,50 0,3526 0,5000 0,7203 0.1062 2,634 6,785 
0,75 0,5299 0.6667 0,7769 0.071209 3.130 10,90 
0875 0,6533 0,7699 0,8245 0,04941 3,552 16,69 


1.0 1.0 1.0 1.0 0 so so 
a= 22° 30’ (m = 2,414) 
0 0,7357 0,1524 1,735 4,828 


025 0,2289 | 0,3333 | 0,7572 | 0,1094 | 2,220 | 6,921 
05003840 0,5000 0,7856  0,08316 2,579 9.446 
0,75 0,5592 0,6667 0,8292  0,05502 3,054 14.83 
187506782 0,7699 0,8652 | 0,03872 3482 | 22,34 
1,0 1,0 1,0 1,0 0 oo 00 


| 
a 
| | | 
| 
| | | 
B | 
u / | | 
| 
| 
| / | 
| 13 
WI | 
| | 
Pub, | | 
| | 
| 
5t 
0 
= 1% 2 J 4A 
(46295) 
Abb. 5. 
3 
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| B. 
Tabelle ist zur Erleiehterung der Berechnungen die Abhängigkeit der Größe A von y 


Abb. 5 dargestellt. In Abb. 5 sind auch die Kurven A=f (m) für die gewöhnlichen Böschungen 
1,5 und m = 2,0 nach graphischer Interpolation gegeben. 

Ss. Wir geben nun ein Beispiel des Verlaufes der Sickergeschwindigkeiten längs des 
benetzten Umrisses und der freien Oberfläche und nehmen are sin k = 5230". Das gibt uns 
einen Kanal mit einem oft vorkommenden Verhältnis der Sohlenbreite zur Wassertiefe. Die 
Siekergeschwindigkeiten und die Koordinaten berechnen wir wie im Abschnitt 5. Die Rechen- 
ergebnisse sind in der Tabelle 4 zusammengestellt. 


Tabelle 4. Freie Obertläche 
Kanalsohle | | © 
0 0 1.350 0 0.1226 0,1 0,705 | 08789 | 0,1 
1/18 100 1.359 0,0413 0,1226 | | 08 
3 15 30" 1.159 0.1213 0.1226 0,4 0,139 0,4558 0,4 
5/18 50° 2,886 0,1883 0,1226 
52° 30° ee) 0.1994 0,1226 
Kanalböschung 
52° 30’ X 0,1934 0,1226 
55° 2,099 0.1971 0,1189 
1.640 0.2073 0,1087 
64° 30° 1178 02191 0,0968 
1/18 0» 1.224 0,2375 0.0784 
su 0.098 0,2711 0.0448 
1/2 Yu" 0.707 0.3159 0 Abb. 6. 


Die Sohlenbreite ist b= 0,3567 


779,158 und 41=3,005. Nehmen wir für das 
Bild m an, so werden H=15S m, B=- 8,16 m und die Sickerwassermenge 


kr: (8,16 + 3,005 1,58) 12,91 


( 
die Wassertiefe = 0,1226 und die Spiegelbreite 


B 06319 — oder 


Folglich ist 


sein. Die Siekerfigur ist in Abb. 6 dargestellt. Auf der benetzten Begrenzung sind diejenigen 
Punkte angegeben, zwischen «denen 1/15 der Siekerwassermenge durchgeht. 

9 Beispiel: Zu bestimmen sei der Sickerverlust eines Kanales von trapezförmigem 
(Quersehnitt mit den Böschungen m = 1,5 auf einer Strecke von 5 km bei Sickerung ohne Stau. 
Die Sohlenbreite sei b=6m, die Wassertiefe H=2m, die Durchlässigkeitsziffer ist bei einer 
bestimmten Temperatur #7 = 0,0000026 m/s. Die Spiegelbreite im Kanal ist dann 

B=6+2:15:2=12m. 

Das Verhältnis = 
H 2 
zegebenen Kanalstreeke bei Siekerung ohne Stau ist 


A: I) 0,0000026 5000 (12 + 2: 2,68) = 0,226 m?Is. 


Nach Abb. 5 haben wir A= 2,68. Der Sickerverlust der 


10. Besonders beachten wir das Bild des Verlaufes der Sickergeschwindigkeit längs des 
benetzten Kanalbettes. Es ist klar, daß in einem bestimmten Kanale die Sickerwassermenge 
und die Sickergeschwindigkeiten in den fixierten Punkten der benetzten Berandung dieses 
Kanales sich bei Vergrößerung der Kanalwassertiefe mit vergrößern werden. Es ist aber doch 


E 
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notwendig, noeh einmal’) zu beweisen, daß es nicht möglich ist, die Werte der Sicker- 
oeschwindigkeiten ® in einzelnen Punkten des benetzten Kanaltuerschnittes durch einen 
exponentiellen Zusammenhang der absoluten Werte der Senkungstiefe f dieser Punkte unter 
dem Kanalwasserspiegel auszudrücken. Trotzdem wurde dieser Zusammenhang in der Gestalt 
den meisten Formeln (Moritz'’), Davis and Dyas, 8. 739"), 
Bueklev'’), Eteheverry'*), Kostjakow") usw.) zur Berechnung der Sickerverluste, der 
(in bezug auf minimalen Siekerverlust) sickergünstigsten Form des Kanalquerschnittes usw. 
zuerunde gelegt. In Abb. Ya ist das Bild des Verlaufs der Sickergeschwindigkeiten von 
Moritz und in Abb. Tb das von Eteheverry dargestellt. Dabei wurde der Potenzexponent m 
von den verschiedenen Autoren verschieden angenommen. Aber keiner dieser Autoren hat 
darauf Rücksieht genommen, daß an der Wasserlinie der Kanalböschungen, wo > ist, die 
Siekergeschwindigkeit nicht gleich Null sein kann, wie diese Formeln angeben. 


nach Moritz nach Etcheverry 
Abb. 7. 


Es ist denkbar, daß der Grund für die Wahl dieser Formel das Bestreben war, auf 
Grund der Tatsache der Vergrößerung des Siekerverlustes mit der Zunahme der Wassertiefe 
in einem bestimmten Kanale einen Zusammenhang der Sickergeschwindigkeit mit dem 
absoluten Werte der Wassertiefe auf dem benetzten Kanalbettquerschnitt herzustellen. Es 
ist leicht festzustellen, daß aus dieser Tatsache in keiner Weise eine Abhängigkeit der Sicker- 
geschwindigkeit vom absoluten Werte von # folgt. Wenn wir die geometrisch ähnlich 
zelegenen Punkte auf den Böschungen der Kanäle mit verschiedenen Wassertiefen, d. h. die 
Punkte in der Tiefe t=n- H (wo n< 1 und für alle diese Punkte in allen geometrisch ähn- 
lichen Kanälen gleich ist), betrachten, so sind die Siekergeschwindigkeiten in allen diesen 
Punkten gleich, obwohl ihre Tiefen f verschieden sind. Auf der Sohle der trapezförmigen 
Kanäle ist bei konstanter Tiefe t der Sohlenpunkte die Siekergeschwindigkeit in verschiedenen 
Punkten verschieden. 

Man muß sich damit abfinden, daß die Siekergeschwindigkeit längs des Kanalbettquer- 
schnittes nieht in Abhängigkeit vom Absolutwert von f dargestellt werden kann, und die 
Formel » = k-#”" muß als unrichtig bezeichnet werden. 


Il. Zusammenfassung. Allesoben Dargelegte zeigt, daß in den Fällen der Siekerung 
und Grundwasserbewegung mit freier Oberfläche die Lösungsmethode'*) dann sehr einfach ist, 
wenn die Austrittsfläche eine Aquipotentialfläche'”) ist, und wenn die Sickerfigur in der 


Ebene z, natürlich außer der freien Oberfläche, geradlinig begrenzt ist. Die Sickergeschwindig- 


keit auf der freien Oberfläche ist veränderlich. Es wird aber die Randbegrenzung der Aufgabe, 


in der Ebene un geradlinig, wie sie es in der Ebene des komplexen Potentials ist. Bildet man 


die Siekerligur der Ebene „’ aul die positive Halbebene Z mittels der Formel von Christoffel- 


Schwarz ab, und bildet man auf dieselbe Halbebene mittels derselben Formel die Sicker- 
w 


figur der Ebene Z=i- 1; ab, so erhält man die Beziehung: =. = f und weiter: 


ı (1 


»), Vgl. Wasserkraft und Wasserwirtschaft, 1934, H. 13, S. 192. 

10, E. A. Moritz: Seepage Losses from Earth Canals. Engineering News Aug. 28, 1915, 

1) A.P. Davis and H. M. Wilson: Irrigation Engineering. 7th edition, New York 1919. 

12, Ph. Parker: The eontrol of water, London 1925. 

13) R. Buckley: Irrigation Pocket book, London 1920. 

14), B. A. Etcheverry: Irrigation praetiee and Engineering, Vol. II, New York 1916. 

15, A. N. Kostjakow: Die Grundlage der Meliorationen, (Russ.), Moskau 1933, 

16) S, auch V. V. Wedernikow: Lösungsmethode in einigen Fällen der Siekerung mit freier Oberfläche 
Hydrotechnitscheskoje Stroitelsvo, 1935, N. 9, S. 12—14, Moskau, und V. V. Wedernikow: „Sur la solution du 
probleme .. .“* (Abschnitt 3). Comptes Rendus des Scances de l’Academie des Scienees, 1936, Tome 207, N, 13 und 
N. 16 (Errata), Paris. 

Mit dieser Methode haben wir die Lösungen für einzelne Aufgaben der Grundwasserströmung zu Drainrohren 
usw. gegeben. 

17), Z. B. wenn diese Austrittsfläche horizontal ist, oder wenn sie im Unendliehen der Siekerfigur liegt, usw. 


| 
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Mit Hilfe dieser Methode ist es möglich, eine ganze Reihe von Aufgaben zu lösen. 
In Abb. S ist die schematische Darstellung eines von uns vorbereiteten, interessanten Falles 
der Siekerung aus Kanälen gegeben, wo in einiger Tiefe unter der Kanalsohle eine geneigte 
undurchlässige Sohle vorhanden ist. Dieses Schema zeigt die Möglichkeit, mit dieser Methode 
einen Fall der Siekerung durch Erddämme (in diesem Falle wird es nur der rechte Damm 
sein) zu behandeln. Abb. S zeigt auch, in welchem Falle die Siekerung durch Erddämme 
ohne Bildung einer „Sickerstelle* stattfinden wird. Es ist möglich, die Aufgabe (Abb. 9) 
der Siekerung dureh Erddämme mit horizontaler Drainage in der „trockenen“ Böschung 
des Erddammes, ferner eine große Zahl von anderen, in praktischer Hinsicht nicht weniger 
interessanten Aufgaben zu lösen. Mit Hilfe dieser Methode ist es ferner möglich, diese Auf- 
gaben unter der Annahme zu lösen, daß der Boden die Eigenschaft der Kapillarität besitzt. 


freie Oberfläche 
ohne Berücksichtigung 
der Kapıllarkrafte 


natürlicher 


Grundwasserspiegel 


X=+00 
Y=+09 


Abb. 8. 


Diese Beschaffenheit des Bodens beeinflußt sehr stark die Siekerung und die Grundwasser- 
bewegung. Die Grundlagen zur Berücksichtigung des Einflusses dieser Beschaffenheit in der 
Untersuchung der Siekerung und der Grundwasserbewegung sind in einer anderen Arbeit'*), '®) 
gegeben. Dort ist gezeigt worden, daß das Grundwasser und das mit ihm verbundene Kapillar- 
wasser nicht mehr als zwei Zustände eines untrennbaren Ganzen, welches sich unter 
Wirkung des Gewichts, des Wasserdruckes, der Reibungskräfte und der Oberflächenspannung des 
Wassers in den Bodenporen befindet, angesehen werden können. Die Bewegung des Wassers 
in Kapillarzone und Grundwasserzone ist ein untrennbares Ganzes und ordnet sich 


denselben gemeinsamen Kräften unter. 


Freie Oberfläche 
ohne Berücksichtigung 
der Kapillarkrafte 


horizontale 
Drainage 


Sohle 


A623] undurchlässige 


Abb. 9. 


Der Unterschied der Wasserströmung in der Kapillarzone von der Wasserströmung in 
der Grundwasserzone besteht im Vorzeichen der Drucke (im Verhältnis zum Atmosphärendruck) 
und in der Verminderung der Sickergeschwindigkeiten (bei gleichem Gefälle J) oder der 
Drucklässigkeitsziffer 


Die Darstellung der Kapillarzone als Kapillarsaum’°®) ist unrichtig, weil die Kapillar- 
zone, wie in den Arbeiten '*), '’) gezeigt wurde, selten den Saum darstellt und nicht selb- 
ständig von der Grundwasserzone ist. Auch sind in diesen Arbeiten die gemeinsamen 
Bedingungen des Überganges von einem Zustande in den anderen und umgekehrt erklärt 
worden. 629 


'»), V.V. Wedernikow: Der Einfluß des kapillaren Aufstieges auf die Siekerung aus Kanälen. Wasserkraft 
und Wasserwirtschaft, H. 21, 1935. 


1P) V,V, W edernikow: Einfluß der Bodenkapillarität auf die Siekerströmung mit freier Oberfläche. Comptes 
Rendus ’Academie des Sciences de VU.R.S.S., 1936. Volume II (XI, N. 4 (99) (russisch). 
>, F.Zunker: Das Verhalten des Bodens zum Wasser. Handbuch der Bodenlehre, Bd. VI, 1980. (Vgl. z. B. | 
seine und unsere Schemata über Siekerung aus Kanälen.) — W. Koehne: Umsehau in der Grundwasserkunde. Der i 
Kulturteehniker 1926, Heft I, S. 39. (Seine Beschreibung meines Aufsatzes ist nieht genau.) 


| 
| 
| 
| 
| 


Baus #7, zu 2 Reissner, Übergangsbögen über Eisenbahnen und Autorennbahnen 169 


Übergangsbögen für Eisenbahnen und Autorennbahnen. 


Von H. Reissner ın Berlin. 


auf beschränktem Gelände habe ich die erste vollständige Diskussion der Übergangsbögen 
für Eisenbahngleise einer in dieser Zeitschrift (1922, S. 45 bis 57) erschienenen Arbeit von 
K. Laehmann und R. Rothe mit großem Nutzen verwenden können und bin dabei zu 
vewissen möglichen Vereinfachungen der Theorie und gewissen für Autostraßen eigentümlichen 


Verallgemeinerungen gekommen, die ich in folgendem auseinandersetzen möchte. 


B: Gelegenheit der Durchreehnung der Kurven und Übergangsbögen einer Autorennbahn 


1. Das Querneigungsprofil in der Kreisbahn. Zur Erreichung höchster Geschwindigkeiten 
in der Kreisbahn wird von den Kraftwagenfahrern immer die Reibung zwischen Rad und 
Fahrbahn ausgenützt werden müssen, und zwar so weit, daß die Kräfteresultierende aus 
Gewicht und Zentrifugalkraft innerhalb der Räder bleibt. 

Für das Querneigungsprofil gilt dann nach Abb. I die Bedingung: 


R 


tg (u + 0) R+Hsına 

Die Winkelgeschwindigkeit & wird in dieser Bedingung von innen nach außen konstant 
zu machen sein, wenn die Fahrzeuge in der Kurve einen solehen Übersehuß an Antriebskraft 
haben, daß die Geschwindigkeit nur durch die Querneigung a begrenzt ist und die Innen- und 
Außenfahrenden keinen Vorteil voreinander haben sollen. 

Unter einer solchen Voraussetzung bzw. Forderung kann das Querprofil von den Schwer- 
punktsbahnen aus mit Hilfe aufeinanderfolgender Tangenten entsprechend Abb. I graphisch 
gefunden werden. 

Analytisch entsteht für die Querneigung a des Profils die folgende, das Steilerwerden 
nach außen angebende Gleichung, mit den Beziehungen tgo= u, tg«a - 2 und der hier zu- 


lässigen Vernachlässigung von // sina gegen R. 


R 
| l+u 


Für Reibung Null geht diese Gleichung, wie eine Reihenentwicklung zeigt, in die einer im 
Punkte R==0 tangierenden Parabel über. Man erkennt, wie die Profilkurve gegen die Parabel 
sich flacher dreht und biegt durch den Einfluß der Reibungsausnutzung. 

Bei der Frage, ob eine vollkommene Gerechtigkeit bei einem solchen (Querprofil erreicht 
wird, ist zu bedenken, daß die Außenfahrenden zwar den (wegen des Kraftüberschusses sehr 
kleinen) Nachteil haben, einen längeren Weg zurücklegen zu müssen, aber auch den Vorteil 
genießen, bei der Einfahrt in die Kreisbahn bergauf zu fahren, also das Bremsen zu sparen, 
bei der Ausfahrt in die Grade bergab zu fahren, also sich zu beschleunigen. 

Ob und inwieweit sich diese Vor- und Nachteile ausgleichen, ist nur von Fall zu Fall. 
zu entscheiden. 


Ar) 


Sfr) 


1. Abb. 2. 


2. Der Übergangsbogen. Abweichend von dem hier zugrunde gelegten Ansatz machen 
Lachmann und Rothe in ihrer oben zitierten Arbeit die naheliegende Voraussetzung, daß 
die Fahrbahnspur eine ebene Kurve sein soll. Es entsteht aber dadurch der Nachteil, daß die 
Schwerpunktskurve infolge der Höhe H des Schwerpunkts G über der Bahn und seiner Ver- 
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schiebung nach innen infolge der Querneigung «a eine räumliche Kurve mit vertikalen Krümmungs- 
komponenten wird. Infolgedessen müssen die Verfasser verlangen, daß die horizontale 
Krümmungskomponente der Spur in die Anfangskrümmung Null der Graden und in die End- 
= der Kreisbahn bis auf die zweiten Ableitungen stetig übergeht. 

Hier soll nun die auch in andrer unten erörterter Beziehung günstigere konstruktive 
Voraussetzung getroffen werden, daß die Schwerpunktsbahnen ebene Kurven sind 
und die Bahnspuren dieser Voraussetzung anzupassen sind, was allerdings voraussetzt, daß die 
Schwerpunktshöhen der Fahrzeuge nicht zu verschieden sind. Wieweit übrigens der Unter- 
schied in den beiden Voraussetzungen praktisch merkbar ist, hängt offenbar von der Genauigkeit 
der Balhnplanierung und der Formhaltung gegenüber Sackungen und Witterungseinflüssen ab. 

Theoretisch hat man jedenfalls durch «die neue Voraussetzung den Vorteil, daß die 
Krümmung im UÜbergangsbogen nur bis zu den ersten Ableitungen an den Enden desselben 
sich stetig anzuschließen hat, d. h., daß man mit niedrigeren Potenzen der Krümmungs-W eg- 
funktion auskommt und die Winkelbeschleunigungen des Fahrzeugs um die Fahrtrichtungsachse 
bei der neuen Voraussetzung nur in einem Sinne im Übergangsbogen verlaufen, während bei 
der früheren Voraussetzung von Lachmann und Rothe das Fahrzeug sich erst nach innen 
und dann zurück nach außen mit viel höheren Beschleunigungswerten drehen muß, um den 
stetigen Anschluß bis zu den zweiten Ableitungen zu erzwingen. 

Damit allerdings nieht nur eine einzige Fahrspur, wie bei Eisenbahnen, sondern alle 
nebeneinander laufenden Spuren ebene Schwerpunktsbahnen haben, müssen die Einlauf- und 
Auslauftangenten bis auf eine, vorzugsweise die innerste Spur, in der zugehörigen Vertikal- 
ebene entsprechend geneigt sein. Dies bedingt eine Längshohlwölbung und eine (Querneigung 
der Fahrbahn schon dort, wo im Grundriß die Spuren noch gradlinig sind, was aber unter 
geringer Anwendung der Reibung sich in die Gesamtanordnung zwanglos einpaßt. 

Bezeichnet man nun entsprechend Abb. 2 die Bogenlänge im Übergangsbogen von der 
Graden in die Kreisbahn und umgekehrt von der Kreisbahn in die Grade mit s, die Gesamt- 


krümmung K 


länge mit S, ihr Verhältnis = 0, die Krümmung im Übergangsbogen mit deren 


Eindwert in der Kreisbahn mit A = 75, 80 möge für den bis zu den ersten Ableitungen 

stetigen Übergang gesetzt werden als einfachste Form entsprechend Abb. 2: 


Die Tangentenneigung der Schwerpunktsbahn gegen die Einlaufs- bzw. Auslaufsgrade gemäß 
Abb. 3 wird dann grundsätzlich wie bei Lachmann und Rothe 


1 \ 


und die Tangentenneigung 9 am Ende des Bogens 
wird danach: 


so daß man auch für die Abhängigkeit zwischen 
Bogenlänge und Tangentenwinkel schreiben kann: 


Aus diesen Beziehungen (3) und (5), die für die Auftragung nicht genau und bequem 
genug sind, leiten Laehmann und Rothe eine kartesisch-rechtwinklige Auftragung ab, 
deren Analogie bei der hier angesetzten vereinfachten Krümmungsfunktion sich wie folgt 
schreibt: 

| „ 
eos do \ cos(9(20° o')do, \sin sin (120° (6). 


Auch diese vereinfachten Integrale lassen sich nicht in geschlossener Form ausrechnen. 
Jedoch ergibt die Reihenentwieklung schon mit wenigen Gliedern genügend genau 
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. (6a), 
N N 0 
TE (20° — do ar or\ 2 0° — o*)’ do 


für die man unschwer ein für allemal eine fertige Zahlentabelle herstellen kann. 


Insbesondere braucht man für die Einfügung von Übergangsbogen und Kreisbahn in die 
Kin- und Auslaufgraden die Ordinaten der Anschlußpunkte, Abb. 3, nämlich: 


1 l 1 
. (6b). 
Y = o\ 20" — o’)do 20 20° — do 


3. Die Länge S des Übergangsbogens. Eine auch für Eisenbahnen noch nicht rationell 
oelöste Frage ist die nach der erforderlichen Länge des Übergangsbogens. Man weiß jeden- 
falls, daß diese Länge um so größer sein muß, je größer die Fahrtgeschwindigkeit » R=-V 

und die Kreisbahnkrümmung A m ist. Außerdem könnte noch das Trägheitsmoment .J/ des 
Fahrzeugs um die Hochachse und die verfügbare bzw. die von den Schienen aufnehmbare 
Steuerungsleistung L in eine rationelle Formel für die Länge des Übergangsbogens eintreten. 

Die Eisenbahntechnik hat gewisse Erfahrungsformeln abhängig vom Geschwindigkeits- 
quadrat aufgestellt, in deren Konstante offenbar die andern genannten Größen irgendwie ver- 
steckt enthalten sind. Lachmann und Rothe wollen die Übergangslänge S abhängig machen 
von einer zulässigen Winkeldrehung des Fahrzeugs, bezogen auf die Einheit der Bogenlänge 
der Bahınkurve, was mir nicht rationell zu sein scheint. 

Eine dimensionstreue Formel müßte jedenfalls mit e als einer reinen Zahl und p 
als einem willkürlichen Exponenten wie folgt aussehen: 


V\: 71» 
z| 
also im einfachsten Falle mit p = 
Vi 


Die Konstante e und die verfügbare Steuerungsleistung können offenbar nur dureh weitere. 
Versuche festgestellt werden. 


4. Zusammenpassung von Kreisbahn und Übergangsbogen. Für den Gesamtlageplan 
können sehr verschiedene Aufgaben entstehen, je nachdem das Gelände beschränkt oder 
unbeschränkt ist, je nachdem der Winkel zwischen Ein- und Auslaufgrade spitz oder stumpf 
oder überstumpf ist und je nachdem die größte geforderte Geschwindigkeit durch die Wahl der 
Kreiskrümmung K oder die maximal zulässige Querneigung «a des Profils ermöglicht werden soll. 

Hier wurde nach Abb. 3 nur die Aufgabe behandelt, daß der Winkel zwischen der 
Kinlauf- und der Auslaufgraden 2 (@ +0) also größer als 27 ist (Überkehre), von dem sich 
übrigens die andern Fälle durch gewisse Vorzeichenumkehrungen unschwer ableiten lassen. 

Aus Abb. 3 lassen sich die folgenden Beziehungen zwischen den geometrischen Größen 
ablesen: 


Xe0osd+Ysind+ R(l—cos(y 9)), Xsind-+ Yecosd-+ Rsin (y 0) (8) 


oder in dimensionslosen Variablen wie oben mitt 28, Y= HS, =ß, KS=26 


(1+sin - 9)), —Esind+Hcosö+ cos (d 09) (Sa). 
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Sei nun das Gelände unbesehränkt und seien gegeben die Kreisbahnkrümmung AK. 
die Übergangslänge S und wie schon eingangs gesagt der Winkel 5 zwischen der Einlauf: 
geraden und der Winkelhalbierenden zwischen der Einlaufgraden und der negativen Auslauf: 

geraden, dann sind damit auch die Größen 9=-—, K S und nach Formel (6b) auch die karte- 


sischen Koordinaten Z und F des Anschlußpunktes gegeben. Die Gl (Sa) liefern dann 
unmittelbar die Längen ?° 7S und 5-58, aus denen der Abstand des Anfangspunktes 


a=bsin 
und die Lage des Kreismittelpunktes auf der Winkelhalbierenden durch 
R 
folgt, während der Übergangspunkt zwischen Übergangsbogen und Kreisbahn sehon durch 


X=EZS und Y=Hs 


gegeben ist. 


Ist andererseits das Gelände beschränkt, etwa dureh eine Vorschrift über den Abstand « 
des Anfangspunktes vom Schnittpunkt der beiden Graden und den Abstand # der Symmetrie- 
tangente der Kreisbahn, so kann über die Übergangslänge S und die Kreisbahnkrümmung K 
nicht mehr verfügt werden, vielmehr sind beide Größen aus den transzendenten Gl. (Sa) am 
besten graphisch durch den Schnitt der beiden den Gl. (Sa) entsprechenden Kurven zu 
bestimmen. 


5. Berücksichtigung der Schwerpunktshöhe, der Fahrbahnreibung und der Geschwindigkeits- 
änderung im Übergangsbogen. Fülrt man das Geschwindigekeitsverhältnis w der Geschwindig- 
keit » ım UÜbergangsbogen zur konstanten Geschwindigkeit V in der Kreisbahn ein, nämlich: 


| 
und bezeichnet man den Neigungswinkel in der Kreisbahn mit 4, (den Endwert von a) den 
ausgenutzten Reibungswinkel daselbst mit /, (den Endwert von o) so schreibt sich die Gleich- 
gewichtsbedingung im Übergangsbogen 
V’’K 
4 

Es sind nun Ansätze zu machen erstens über die Ausnutzung der Reibung im Verlaufe 
des UÜbergangsbogens, zweitens über die Abnahme der Geschwindigkeit » in dem Einlauf: 
bogen bzw. die Zunahme im Auslaufbogen. 


Die ausgenutzte Reibung darf offenbar nicht in voller Höhe einsetzen, sondern muß von 
einem Anfangswert o, auf ihren vollen Endwert zunehmen. Die Geschwindigkeit wird nach 
bisheriger Rennpraxis in der Graden im allgemeinen größer sein als in der Kurve, so daß 
man auch hier eine Veränderung im Verlauf des Übergangsbogens ansetzen muß. 


Die einfachsten Ansätze hierfür sind 
—1), 


r 


wo nm, “2 (las Verhältnis zwischen Geschwindigkeit in der Graden und in der Kreisbahn 


bedeutet. Die Gl. (9) und (3) liefern dann die folgende Bauvorschrift: 


V’’K 
"80° 20°) [we — (m? - 

tga= 


Die Bahn ist schließlich nach Abb. 1 so zu tracieren, daß vom Fahrzeugschwerpunkt aus das Lot 
von der Länge // unter dem nach Formel (10) berechneten Winkel a zur Senkrechten errichtet 
und die (uerprofiltangente senkrecht zu diesem Lot angetragen wird. 

Durch diese nachträglich aus der als eben geforderten Schwerpunktbahn abgeleitete Quer- 
profilierung @ wird also auch die nachträgliche, vollständige Berücksichtigung der Reibungs- 
ausnutzung und der Geschwindigkeitsänderung unabhängig gemacht und erleichtert. 5 
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Über die Geschwindigkeitskonstruktion 
kinematischer Ketten. 


Von N. Rosenawer in Riga. 


ie Gesehwindigkeitskonstruktion einer Ebene, die in einer kinematisehen Kette mit drei 
D anderen Ebenen durch Drehpaare verbunden ist, wird üblich nach einem Verfahren 
durehgeführt, das als „Methode der fiktiven Geschwindigkeiten* bezeichnet werden kann, 
weil hierbei die Gesehwindigkeit eines Punktes zuerst beliebig angenommen und erst nachher 
‚lie wahre Geschwindigkeit gefunden wird'). R. Beyer benutzt dasselbe Verfahren und löst 
die Frage mit ähnlichen Punktreihen?). Eine neuere Arbeit von K. Flocke (Dresden) ist in 
ler ZAMM 1933 veröffentlicht”). In der Arbeit von K. Flocke wird aber, ebenso wie in den 
obengenannten Arbeiten, wieder eine gewisse Gerade 9 g gesucht, «die den geometrischen 
Ort der Endpunkte der Geschwindigkeiten eines Punktes darstellt, und zu deren Bestimmung 
zwei beliebige Geraden f, und f, gezogen werden müssen. 


In der vorliegenden Arbeit ist ein neues Verfahren entwickelt, über das der Verfasser 
sehon kurz in der „Schweizerischen Bauzeitung* berichtet hat?) und das eine einfache Grund- 
lage für die Gesehwindigkeitskonstruktionen kinematischer Ketten schafft und die direkte 
Gesehwindigkeitskonstruktion der Gelenkpunkte ohne fiktive Geschwindigkeiten oder ähn- 
liche Punktreihen in vielen Fällen ermöglicht. 


Das Verfahren des Verfassers gründet sich auf einer Erweiterung des bekannten Satzes: 
„Die Projektionen der Geschwindigkeiten verschiedener Punkte einer komplanbewegten 
Geraden auf die Riehtung der Geraden sind einander gleich“, die darin besteht, daß die 
Gerade durch ein Gelenk, das zwei bewegliche Ebenen verbindet, gehen kann, und die 
betrachteten Punkte, deren Geschwindigkeitsprojektionen auf die Gerade gleich sind, auch 
verschiedenen Ebenen angehören können. 


Beweis. Geht die Gerade AB durch das Gelenk €, das die Ebenen I und II verbindet, 
so ıst für den Teil A C der Geraden: V„Cosa=V,.Cosy, ebenso für den Teil BC: V,Cos p 
.Cosy, woraus folglich: V„Cosa= V,Cosp. Weiter folgt, daß die Endpunkte der ortho- 
gonalen (gedrehten) Geschwindigkeitsvektoren verschiedener Punkte einer Geraden, die dureh 
ein Gelenk geht, sich auch auf einer Geraden befinden, die der gegebenen Geraden parallel 
ist, unabhängig davon, ob die Punkte der einen oder der anderen Ebene angehören (Abb. 1). 


Das Verfahren des Verfassers: I. Aufgabe. Wir nehmen die von Grübler, Witten- 
bauer und Floeke behandelte offene viergliedrige Kette, die aus einem ternären Gliede 
1b0C besteht, an dem die übrigen Glieder AK, BL und CM durch Drehpaare befestigt 
sind (Abb. 2). 


Es seien die Geschwindigkeiten V7, V7,.V,, der Punkte K, L,M in bezug auf die unbeweg- 
liche Ebene gegeben. Zu konstruieren sind die Gesehwindigkeiten der Punkte A,B,C in 
bezug auf dieselbe Ebene. 


Sn z M. Grübler: „Getriebelehre* 1917, 8. 77 und 78. — F. Wittenbauer: „Graphische Dynamik‘ 1923, 
5. 273 bis 275. 
Beyer: „Technische Kinematik“ 1931, S. 270 bis 272. 
») RK. Flocke: „Gesehwindigkeitsermittelung beim Römer-Getriebe und ähnlichen Getrieben.“ ZAMM, Bd. 13, 
H. 3, 1935, 8. 241 bis 292. 
.') N. Rosenaner: „Ein direktes Verfahren zur Geschwindigkeitskonstruktion kinematischer Ketten.“ Schw. 
Bauzeitung, Bd. 106, Nr. 26 vom >8. Dez. 1955. 


| 
| Ä 
\ 
A660.1) / 
------ 
| Abb. 1. 


174 Rosenauer, Über die Geschwindiekeitskonstruktion kinematischer Ketten Math. nnd Mech‘ 


Erstens drehen wir die Vektoren V,,V7; und V,„ um 90° und erhalten die orthogonalen 


Geschwindigkeiten V,,, V,; und V,„. Dann finden wir die Schnittpunkte D und E, der Geraden 
KA und MC mit LB. Die Punkte D und E werden als Punkte der Ebene A BC aufgefaßt, 
Nach dem genannten Satze befindet sich der Endpunkt des gedrehten Geschwindigkeitsvektors 


von D im Schnittpunkte der beiden Geraden, von denen eine durch den Endpunkt von V, 


parallel zu A. und die andere dureh den Endpunkt von V; parallel zu 4, B gezogen sind. 
Ahnlich findet man den Endpunkt von V, im Schnittpunkte der Geraden, die dureh den End- 


punkt von V, parallel zu 4 B und durch den Endpunkt von V,„ parallel zu MC gezogen sind. 
Der Schnittpunkt der beiden so erhaltenen orthogonalen Geschwindigkeiten V, und V, 
ergibt direkt den Drehpol 7’ der Ebene ABC. 


Verbindet man noch den Drehpol P_ mit den Punkten A, B, €, so erhält man auch direkt 


(6) 
die orthogonalen Geschwindigkeiten V,,V, und V. (Abb. 2). 


Abb. Abb. 3. 


Il. Aufgabe: Ein Glied der vorhin betrachteten offenen Kette besitzt ein Gleitpaar gegen 
die unbewegliche Ebene (Abb. 3). Die Ebene ABC ist mit den Gliedern AK, CM und BL 


dureh Drehpaare verbunden. Gegeben sind die orthogonalen Geschwindigkeiten V;. und Vn 
der Punkte A und M, und das Glied BL besitzt ein Gleitpaar gegen die unbewegliche Ebene. 
Zu ermitteln sind die Geschwindigkeiten der Punkte A, C und die Gleitgeschwindigkeit des 
Gliedes BL (Abb. 3). 


Die gestellte Aufgabe läßt sich auf zwei Arten lösen. 


Erste Lösung: Die orthogonale Geschwindigkeit des Punktes B ist durch das Gleitpaar 
bestimmt und liegt in der Geraden BN, die senkrecht zur Gleitrichtung gezogen ist. In 
(derselben Geraden befindet sich auch folglich der Drehpol P der Ebene A BC. Weiter findet 
man den Schnittpunkt D der Geraden AK und € M, der als Punkt der Ebene A BC betrachtet 


wird. Den Endpunkt der orthogonalen Geschwindigkeit V, des Punktes D ergeben die beiden 
Geraden, die dureh den Endpunkt von V7. parallel zu AK und durch den Endpunkt von V,„ 


parallel zu MC gezogen sind. Der Schnittpunkt von V, und BN gibt den Drehpol P der 
Kbene 1RC. Endlich verbindet man den Drehpol P mit den Punkten A,C und erhält die 


r 


gesuchten Gesehwindigkeiten V„,N\. und weiter auch die Gleitgeschwindigkeit V, (Abb. 3). 


Zweite Lösung (Abb. 4): Da sich der Drehpol P der Ebene ABC in der Geraden BN, 
die senkrecht zur Gleitriehtung gezogen ist, befindet, so fällt die orthogonale Geschwindigkeit 
eines jeden Punktes der Geraden B.N mit derselben Geraden zusammen. 

Findet man die Schnittpunkte 9 und R der Geraden AK und MC mit BN, die als 
Punkte der Ebene 1 BC betrachtet werden, so liegen die orthogonalen Geschwindigkeiten 
dieser Punkte in der Geraden B.N und werden ohne weiteres mit Hilfe von zwei Geraden 


durch die Endpunkte von V, und V,, parallel zu AK und U M gefunden. 
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Beide Geschwindigkeiten Vo, und V7, werden um 90° in einer Riehtung gedreht und die 
Endpunkte mit einer Geraden verbunden, welche BN im Drehpol P schneidet. Den Drehpol 
verbindet man mit den Punkten A,€ und erhält wie üblich die gesuchten Geschwindig- 


— 


keiten V,„, Ve und weiter auch die Gleitgeschwindigkeit V, (Abb. 4). 


A660 4] 


Abb. 4. 


Anwendungsbeispiel: Die Heysinger-Steuerung für Lokomotiven (Abb. 5). Die Geschwindig- 
keitskonstruktionen der Heysinger-Steuerung findet man in der Literatur bei M. Grübler’) 
und R. Beyer*). Die Konstruktion von M. Grübler ist mit Hilfe von fiktiven Drehpollagen 
und der entsprechenden kinematischen Gelenkkette durchgeführt, wobei M. Grübler 8. 4 
schreibt: „Freilich ist die zeiehnerische Bestimmung der senkrechten Geschwindigkeiten hier 
auch nicht unmittelbar möglich.“ 


R. Bevers Konstruktion ist mit Hilfe von ähnlichen Punktreihen, also auch nicht 
unmittelbar durchgeführt. 

Dem Verfasser ist es aber gelungen, auf Grund des zitierten Satzes eine unmittelbare 
Geschwindigkeitskonstruktion der Steuerung zu finden. 


6 
X 
Vor 
= in 
== 
Abb. ». 


Die Heysinger-Steuerung besteht aus 12 Gliedern, die nach Abb. 5 bezeichnet 
sind. Die Aufgabe besteht darin, daß aus der Geschwindigkeit des Rades (Glied 3) 
gegen den Rahmen (Glied XII die Gleitgeschwindigkeit des Schiebers (Glied X) er- 
mittelt werden soll. Der Geschwindigkeits-Maßstab ist so gewählt, daß die ortho- 


gonale Geschwindigkeit eines Radpunktes dem Abstande vom Radzentrum gleich ist. Damit 


sind die Geschwindigkeiten V,, und V,, der Punkte 23 und 34 bestimmt. Üblicherweise 


5) M. Grübler: „Getriebelehre“* 1917, S. 81 bis 87. 


#6) R. Beyer: „Technische Kinematik“* 1931, S. 281 bis >82. 


UT) 
| 
4: 
\ N 90/7 A 
Vn 
0, 
| 
| NG | 
N 


176 kosenauer, Über die Geschwindigrkeitskonstruktion kinematischer Ketten Math. und nn 


findet man aus der Geschwindigkeit die orthogonalen Geschwindigkeiten und V, der 
Punkte 45 und 56, von denen der letztere im Mittelpunkte der Kulisse 5 liegt. Die weitere 
Konstruktion ist aber in dieser Art nicht durehführbar, da die Lage des Drehpols 7 AII nicht 
bekannt ist, und hier wird dann das Verfahren des Verfassers anzewandt. Das Glied 7 ist 
mit drei anderen Gliedern 6,8,9 durch Drehpaare verbunden, was der I. Aufgabe entspricht. 
Nun ist noch das Glied San dem unbeweglichen Gliede XII befestigt, also ist die Geschwindigkeit 
des Punktes SXII gleich Null. Das bedeutet aber, daß die orthogonale Geschwindigkeit eines 
jeden Punktes der Geraden 7S SXII mit derselben zusammenfällt, unabhängig «davon, ob 
der Punkt dem Gliede S oder 7 angehört. Dieses in Betracht ziehend, finden wir den Schnitt- 
punkt A der Geraden 56 67 mit dem &-ten Gliede. Dieser Punkt wird als Punkt des 


7-ten Gliedes angesehen, und eine Gerade, durch den Endpunkt von V,, parallel zu 56 — 67 
° 
vezogen, sehneidet von die orthogonale Geschwindigkeit V, des Punktes R ab. 


Die erhaltene Geschwindigkeit V, genügt, um später die Geschwindigkeit des Gelenkpunktes 
7) zu ermitteln, die weitere Konstruktion muß aber wieder vom ten Gliede in anderer 
Richtung ausgeführt werden. 


Die orthogonale Geschwindigkeit V„ des Radpunktes 23 ergibt in üblicher Weise die 
Geschwindigkeit des Kreuzkopfpunktes 12. Dieselbe Geschwindigkeit wird auf den Punkt IX] 
übertragen und wieder das Verfahren des Verfassers angewandt. Das Glied 9 der Steuerung 
ist mit drei anderen Gliedern X1,7, X durch Drehpaare verbunden, wobei das Glied X ein 
Gleitpaar gegen die unbewegliche Ebene XI besitzt. Dieser Fall entspricht der II. Aufgabe, 
und es wird die zweite Lösung angewandt. Durch den Punkt 9X wird eine Gerade senkrecht 
zur Gleitrichtung gezogen. Die orthogonale Geschwindigkeit eines jeden Punktes auf dieser 


Geraden befindet sieh in derselben unabhängig davon, ob der Punkt dem X-ten oder 9ten 
Gliede angehört. Weiter finden wir den Schnittpunkt 9 des XI. Gliedes mit der obengenannten 


Geraden. Dieser Punkt wird als Punkt des ten Gliedes betrachtet und seine orthogonale 


9 
Geschwindigkeit V, erhält man, indem man eine Gerade dureh den Endpunkt von Vıxıparallel 
zum Gliede XI zieht. 


Nachdem die Geschwindigkeiten des einen Punktes ZA in der Ebene 7 und des anderen 
Punktes 9 in der Ebene 9 gefunden sind, erhält man die orthogonale Geschwindigkeit V,, des 
Gelenkpunktes 79, indem man eine Gerade durch den Endpunkt von V, parallel zu R— 19 


zieht bis zum Sehnittpunkte mit der anderen Geraden durch den Endpunkt von V, parallel 
zu — 179. 
Endlich zieht man noch eine Gerade durch den Endpunkt von V,, parallel zu 9 9X 
bis zum Schnittpunkt mit der Senkrechten zur Gleitriechtung und erhält so die orthogonale 


Gleitzeschwindiekeit des Schiebers Vox. die das Ziel der ganzen Konstruktion Ist. 


Im Vergleich zu den Konstruktionen von M. Grübler und R. Beyer besitzt die Kon- 
struktion des Verfassers folgende Vorzüge: 


I. Die Konstruktion ist unmittelbar durchgeführt ohne Hilfe von fiktiven Pollagen und 
ähnlichen Punktreihen, wodurch die Zeichnung klarer bleibt. 


>. Die Geschwindigkeiten der Punkte 67, 78 und 9XI sind umgangen und für das End- 
resultat nieht nötig. 


Die Konstruktion des Verfassers ist durchgeführt ohne Hilfe der kinematischen Gelenk- 
kette, die der Steuerung entspricht. und ohne die die Grüblersche Konstruktion 
schwer verständlich ist. 660 
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Über die Widerstandswerte der Relativbewegung eines 
starren Körpers in einer zähen Flüssigkeit. 


Von V. Valeoriei in Bukarest. 


n einer vor kurzem erschienenen Arbeit!) hat Herr Stefan Neumark folgenden, die 
I eradlinige Translationsbewegung eines Körpers in einer ideellen Flüssigkeit betreffenden 
Satz bewiesen: 

Die Differenz der Besehlennigungswiderstände für denselben Körper in den Fällen der 
beschleunigten Umströmung und einer beschleunigten Körperbewegung ist gleich der Trägheits- 
kräfte der vom Körper verdrängten Flüssigkeit. 

Denselben Satz mit dem folgenden Ausdruck habe ich aber schon 1914 bewiesen’): 

Der Widerstand einer im Unendlichen ruhenden Flüssigkeit geren die Translations- 
bewegung eines Körpers I mit der Geschwindigkeit U ist kleiner oder größer (je nach dem 
dl 
dt 
nnd die Flüssigkeit die Geschwindigkeit — U im Unendlichen besitzt; die Differenz der 


beiden Kräftesysteme ist gleich m jpg, wenn m die vom Körper verdrängte Flüssigkeits- 


positiv oder negativ ist) als die Wirkung derselben Flüssigkeit auf 3, falls derselbe ruht 


masse bedeutet. 

Die Beweismethode ist bis auf belanglose Details dieselbe sowohl in der Neumark- 
schen als auch in meiner Arbeit. Die Flüssigkeit wird als ideell betrachtet. Später?) habe 
ich einen anderen mit dem vorigen verwandten Satz in der Annahme der zähen, inkompressiblen 
Flüssiekeit bewiesen: 

Das System der auf einen ruhenden Körper wirkenden Kräfte seitens einer inkompres- 
siblen Füssigkeit, welche sich gleiehförmig um eine feste Achse dreht, ist gleich dem Kräfte- 
system, das auf dem sieh im entgegengesetzten Sinne drehenden Körper seitens der im Un- 
endlichen ruhenden Flüssigkeit wirkt, wenn man demselben die Zentrifugalkraft hinzufügt, 
die die Masse der verdrängten Flüssigkeit wegen der Rotationsbewegung erfahren würde. 

Die dort angegebene Methode eignet sich den Beweis eines allgemeineren Satzes zu 
eeben: 
Satz: Das auf einen starren Körper seitens einer zähen Flüssigkeit wirkende Kräfte- 
system (angenommen, daß der Körper sich in der im Unendliehen ruhenden Flüssigkeit be- 
wegt) vermehrt um das Trägheitskräftesystem der vom Körper verdrängten Flüssigkeitsmasse, 
ist gleich dem auf denselben Körper wirkenden Kräftesystem, falls das ganze mechanische 
System (Flüssigkeit und Körper) als starr angesehen eine Bewegung erfährt, die die Be- 
wegung des Körpers vernichtet. 

seweis: Wir wollen die Stokesschen Bewegungsgleichungen der Flüssigkeit aufstellen: 

x =g- grad p + „grad divotr de 


mit folgenden Bezeichnungen: 
—= Geschwindigkeitsvektor, 
4 Kraft pro Masseneinheit, 
o = spezifische Masse, 
p= Druck, 
» —= kinematischer Reibungskoeffizient. 

Die Kraft 4 soll die Bedingung erfüllen, daß die betrachtete Flüssigkeit unter ihrer 
Wirkung ruhen kann, falls die Massenverteilung o eine entsprechende ist. Das bedeutet so 
viel, daß o als Funktion des Ortes betrachtet die Rolle eines integrierenden Faktors des 
Ausdruckes ydr spielen kann, wenn dr den Vektor mit den Projektionen dx, dy, dz be- 
deutet. Diese Bedingung heißt bekanntlich: 


In der Hypothese, daß der starre Körper eine endliche Ausdehnung mit der Grenz- 
oberfläche I und eine allgemeine Bewegung in der im Unendlichen ruhenden Flüssigkeit 
besitzt, wollen wir annehmen, daß die obengenannten Größen ermittelt wären und daß der 


')JS. Neumark: Beschleunigungswiderstand geradlinig bewegter Körper in einer idealen Flüssigkeit. ZAMM, 
Bd. 16, H. 2, April 1036, S. 117. 
”) Sur Ja resistance hydrodynamiaque dans le mouvement non uniforme. Comptes Rendus des Scances de l’ Acad. 
des Seiences, Paris, t. 158, p. 683 scance du 9 Mars 1914. 
%) Sur les forces hydrodynamiques dans des mouvements differant entre eux par une rotation uniforme de tout 
’espace. Comptes Rendus (Paris), t. 171 (1920), p. 619, 
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Nullpunkt des Achsenkreuzes augenblicklich ein Punkt der Zentralachse der Rototranslation 
des Körpers wäre. Es sei diese Rototranslation, wobei natürlich », und gleich- 
gerichtet sind. Sollte das Achsenkreuz mit dem starren Körper fest verbunden sein, so 
müßte man die Gl. (1) dahin verbessern, indem man der Kraft y noch die zwei fiktiven 
Kräfte — und Ad. hinzufügte. Dabei bedeuten die Führungsbeschleunigung und @. die 
Coriolisbeschleunigung. Gl. (1) wird die folgende Form annehmen: 

Dr 

It 
Hierin würde » die auf die mobilen Achsen bezogene Strömung angeben. 

Nehmen wir nun an, daß das ganze mechanische System (Flüssigkeit samt Körper) als 
starr betrachtet eine Rototranslation ( erfährt, eine solche, die die Bewegung 
des Körpers vernichtet. Wir haben in diesem Falle die Strömung einer im Unendlichen die 
Rototranslation ( 7,. ©) besitzende Flüssigkeit um einen festen Körper zu berechnen. Wir 
beziehen diese neue Strömung auf dasselbe Achsenkreuz, welches natürlich jetzt fest steht. 
Die betreffenden Gleichungen lauten: 


1 v 4 


Merken wir uns aber, daß die Geschwindigkeit » von (3) auch der Gl. (4) genügt, da 
die Grenzbedingungen dieselben bleiben. 
So sind diese beiden Gl. (3) und (4) nur dann möglich, wenn der Ausdruck 


| 1 
dr de gerad p von (3) identisch mit — e gerad p von (4) ausfällt, d. h.: 


- - 


Dabei bedeutet p, den Druck im Falle (4). 

Aus dieser Gleiehung sieht man unmittelbar ein, daß unser Problem nur dann möglich 
ist, wenn der Vektor o (4; + d.) als Gradient darstellbar ist. Als dazu notwendige Bedingung 
erhalten wir 

. 


indem wir o als einen integrierenden Faktor betrachten. 
Nehmen wir an, daß die auf die Oberfläche I des starren Körpers wirkenden hydro- 
dynamischen Kräfte sich auf dem Torsor (R, M) im Falle (3) und auf dem Torsor (R,, M,) im 
Falle (4) reduzieren lassen, wenn die Reduktion derselben im Nullpunkt ausgeführt wird. 
Mit anderen Worten bedeutet (R, M) den auf I wirkenden Torsor im Falle, wo der Körper 
die Rototranslation (",,@) in der betrachteten, im Unendliehen ruhenden Flüssigkeit besitzt. 
Dagegen bedeutet (Z,,.M,) den auf I wirkenden Torsor im Falle, wo der Körper in einer im 
Unendlichen die Rototranslation ( r,,») besitzende Flüssigkeit stillsteht. Nun wollen wir die 
vektoriellen Größen R, — R und M,- M berechnen. Zu diesem Zwecke merken wir uns, 
daß die auf das Flächenelement do von I wirkende Kraft gleich pdo-+ --- ist, wobei das 
Zusatzglied bloß von den spatialen Ableitungen der Geschwindigkeit abhängt, so daß dieses 
Glied in der Differenz der beiden Fälle (3) und (4) wegfällt. Dabei bedeutet do den ele- 
mentaren, die Riehtung der Innennormale besitzenden Flächenvektor. 
Man erhält also: 


Wie gewöhnlich bedeutet r den Vektor mit den Komponenten «, 9, 2. 

Denken wir uns nun die örtlichen Funktionen p,  p und o ins Innere von 2 ver- 
längert, so daß die Beziehung (5) beibehalten bleibt. Das bedeutet so viel, daß wir 2 mit 
einer Flüssigkeit o gefüllt annehmen wollen. Übrigens soll diese "hypothetische Flüssigkeit 
in bezug auf das obengewählte Achsenkreuz immer im Gleichgewicht bleiben. Die Coriolis- 
kraft soll also im ganzen Inneren von I gleich Null sein: 


so daß die Beziehung (6) sich zu 
reduzieren läßt. 
Gl. (5) wird auf diese Weise 
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Die mittels dieser Beziehung im Innern von 2 definierte, die ersten Ableitungen be- 
sitzende Funktion p, — p des Ortes fällt mit der im Außengebiet existierende Funktion p, pP 
auf der Oberfläche I zusammen, bis auf eine additive Funktion der Zeit, die wir dement- 
sprechend wählen dürfen. ' 

Ferner können wir den Gausschen Satz unter der Form 


—p)do= 'grad(p, p)dr 
x 


bringen, wobei das erste Integral auf die ganze Oberfläche I, das zweite aber auf das im 
Innern von 2 enthaltene Gebiet erstreckt ist. dr ist offensichtlich das Volumenelement. 
Somit wird die Formel (7) 


R,—R 'grad(p, pldr 


oder noch der Beziehung (9) zufolge: 


In ähnlicher Weise, indem man den Gausschen Satz unter der Form: 


IrX(p, (rXgrad(p, — p)dr 
x 
benutzt, erhält man: 


Setzen wir nun 
R=—(oü.dr, M': 


Es ist klar, daß der Torsor (R’, M’) die Wirkung des aus den Führungsbeschleunigungen 
entstehenden Trägheitskräftesystems auf die das Volumen V erfüllende Flüssigkeit o be- 
deutet. Dabei soll die Flüssigkeit als starr angesehen sein. 

Somit dürfen wir den angekündigten Satz als bewiesen betrachten, da wir offenbar 


kraft (10), (ID) und (12) schreiben können: 


Betrachten wir nun näher die Bedingungen des Gleichgewichtes der im Innern von I ent- 


haltenen Flüssigkeit. 

Falls die wirkende Kraft nur y ist, so muß dieser Vektor die Bedingung (2) erfüllen. 
Wollen wir aber auch das relative Gleichgewicht der Flüssigkeit in bezug auf das die Be- 
wegung (r,,o) besitzende Achsenkreuz sichern, so müssen wir noch die Bedingung: 


AN) d 


hinzunehmen. Mit Rücksicht auf (2) und (8) können wir die vorige Bedingung unter der Form: 


bringen. Bekanntlich hat man aber: 

und also infolge der Identitäten rot?,—=0, rot (a X n)]=0, rot (m X r) = 


Bedingung (14) wird somit die folgende Form annehmen: 


Die Beziehungen (2), (8) und (17) sind also notwendig, damit das erwähnte Gleichgewicht 
stattfindet. Außerdem muß derselbe integrierende Faktor, d.h. dieselbe Massenverteilung, in 
den beiden Fällen zulässig sein. Übrigens darf dieser integrierende Faktor von der Zeit nicht 
abhängig sein, da sonst die Massenverteilung sich im Laufe der Zeit verändern müßte, was 
natürlich das Gleichgewicht stören würde. 
Es ist nicht ohne Interesse, die mechanischen Folgen der Beziehung (8) festzustellen. 
Derselben kann man die Form angeben: 


9, 


indem man merkt, daß das Doppelprodukt © (» X r) gleich Null ist. 


| 


I S0 Väleoviei, Über die Widerstandswerte der Relativbewezrung Math. 


Der wohlbekannten Formeln: 
zufolge können wir «die vorige Indentität folgendermaßen umformen: 


Daraus folgt augenscheinlich: 


und ferner: 


da r im Innern von 5 willkürlich sein darf. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß die letzte Beziehung stattfindet, lautet 
o=ko, 
wo A eine skalare Funktion der Zeit bedeutet. Daraus erhält man: 


wobei wir A’ anstatt (A dt und © für einen konstanten Vektor gesetzt haben. 
Die Bedingung (15) wird der Beziehung (19) zufolge: 


d.h. die Beschleunigung , ist mit © also mit der Geschwindigkeit ®, gleichgerichtet. Die 
vier Vektoren r,.0,r,.© haben dieselbe feste Riehtung im Raume. Die 
Rotationsachse bleibt unverändert. 

Das ist die Bedingung, die bloß die Beziehung (8) auferlegt. 

Die Beziehungen (2), (S) und (17) sowie die oben erwähnten, dem integrierenden 
Faktor o auferlegten Bedingungen kann man befriedigen, indem man o konstant, rot g=V 
und © ==0 annimmt. Das würde so viel bedeuten, daß der Körper, welcher eine geradlinige 
Translation und eine gleichförmige Rotation um eine feste Achse besitzt, sich in einer in- 
kompressiblen, homogenen Flüssigkeit bewegt, die sich unter der Wirkung einer konservativen 
Massenkraft y befindet. 

Kehren wir nun zu dem allgemeinen Fall zurück, indem wir annehmen, daß die Be- 
dingungen des Gleiehgewiehtes sowohl im Falle der im Unendlichen ruhenden Flüssigkeit als 
auch im Falle des ruhenden Körpers befriedigt wären. Wir wollen die Ausdrücke der 
Vektoren AR’ und M’ aufstellen. Man hat von (12) und (15) 


worin wir m für die im Innern von I enthaltene Flüssigkeitsmasse und r, für den Orts- 
vektor des Schwerpunktes dieser Flüssigkeitsmasse gesetzt haben. 
erner hat man ebenfalls von (12) und (15): 


Setzen wir nun 
r=r,+tr, 

wobei r" den Ortsvektor des Punktes in bezug auf den Schwerpunkt bedeutet. Fornmiel (21) 
wird somit: 

r,x Xr, +9 Sor x 

oder noch der Formel (20) zufolge: 


Kine unmittelbare Deutung der Formeln (20) und (22) kann folgendermaßen gegeben 
werden: Die gesuchte Differenz zwischen den beiden betrachteten Kräfte- 
systemen ist gleich der Trägheitskraft, die der Bewegung der im Schwer- 
punkte konzentrierten Flüssigkeitsmasse entsprechen würde, samt einem 
den Momenten der Einzelträgheitskräfte in bezug auf den Schwerpunkt 
entsprechenden Kräftepaar. 657 


Band Kir 1087 Sen, Die Spannungen in dünnen halbkreisförmigen u. halbelliptischen Scheiben 181 


Die Spannungen in dünnen halbkreisförmigen und 
halbelliptischen Scheiben, die um den sie begrenzenden 
Durchmesser rotieren. 


Von B. Sen in Krishınagar (Bengal). 


1. Einleitung. Während das Problem der Rotation kreisförmiger oder elliptischer Scheiben 
um einen zu ihrer Ebene senkrechten Durehmesser durch ihren Mittelpunkt verschiedentlich 
diskutiert ist'), ist das Problem dünner Scheiben, die um eine in ihrer Ebene liegende Achse 
rotieren, bisher wenig beachtet. Der praktischen Bedeutung dieses Problemes wegen sollen 
laher im folgenden einige einfache Fälle dieser Art behandelt werden, nämlich solche, bei 
denen ein Halbkreis und eine Halbellipse um den sie begrenzenden Durchmesser rotieren. 
Der gekrümmte Teil der Berandung sei dabei spannungsfrei, während die 
Spannungen an dem begrenzenden Durchmesser, um den die Scheibe rotiert, 4 
dureh die Einspannung aufgenommen werden soll. Der Anfangspunkt des 
Koordinatensystems liege im Halbierungspunkt des Grenzdurchmessers und 
in der Mittelebene der Scheibe, die durch die Ebenen z2= + h begrenzt ist: 
die Y-Achse falle mit dem Grenzdurchmesser zusammen, und die X- Achse 


liege in der Mittelebene der Scheibe senkrecht zur Y- und Z-Achse. 0 x 
Wir nehmen an, daß 
+h +h 
> \1..de=0 und dz=V0 


sei und bezeichnen mit 0%,,6, und 7., die in der Z-Riehtung genommenen Mittelwerte von 
62.6, und 7x. Wenn kein Druck oder Zug an der Oberfläche der Scheibe herrscht, ist 7. — 0 
für 2 +h, und da die Scheibe als sehr dünn angenommen wird, kann man r. für alle Werte 

h<z<-+h als so klein annehmen, daß es gegen 0,,0, und T., zu vernachlässigen ist. 
Nimmt man dann das Mittel über die Scheibendicke, so lauten die Gleichgewiehtsbedingungen: 


0x 0% 
(o konstante Dichte pro Flächeneinheit, & Winkelgeschwindigkeit um die Y-Achse). Diese 
Gleichungen kann man durch den Ansatz 


Ö Tx Yy Oy 


2 
OO 


befriedigen. Bezeichnet man nun die mittleren Verschiebungen mit U und V, so wird 


oL 1 _ 1 [0°z 0° 2 
1 [0° , 0° 7 
(E Elastizitätsmodul, @ Schubmodul, m = - Poissonsche Zahl). Wendet man auf diese 
)* 0° 0° 
drei Gleichungen die Operationen If’ In bzw. PrP an und addiert, erhält man 


2. Rotation einer halbkreisförmigen Scheibe um den begrenzenden Durchmesser. In Polar- 
koordinaten wird: 


— 36) 


1) Love: Elastieity, 4!" edition, art. 102. 


182 Sen, Die Spannungen in dünnen halbkreisförmigen u. halbelliptischen Scheiben Arath. und a. 


und aus (1,6) folgt 
Kine Lösung dieser Gleichung ist 


1 
... . (33), 


wo die 4,. B,. ©, Konstante sind. An der Begrenzung r=a wird 6, 0 und T,#-- 0. Daraus 
folgt 


32 1 S (2,4) 
und damit wird 
4c0os20] 
5 


3 Rotation einer Scheibe von der Form eines halben Kreisringes um den begrenzenden 
Durchmesser. In «diesem Fall wählt man 
| 


wo die A, PB. €,.D, Konstanten sind, die man so bestimmt, daß an den Rändern r = a 
und 5b sowohl wie ist. Daraus ergibt sich 


o (a? + a” b’—+b*) a’ b* ia? + 1?) 
S (a? — 5°) S (a? — b?)? 
24 (a? — b?)? * 4 (a? — b? 


Setzt man diese Werte in (3,1) ein, so können damit aus (2,1) die Spannungen berechnet 
werden. 


4. Rotation einer halbelliptischen Scheibe um die kleinere Achse. Im Falle einer solchen 
Scheibe benutzt man die Transformation 


Die Begrenzung ist dann die Kurve £=a. Aus (4,1) folgt 


DISC 
Die «die Gleichgewichtsbedingungen befriedigenden Ausdrücke für die Spannungen sind 
(4.3), 
Bo 28 cos2n) 
J 
\ 
= Kol 2E— cos2n) Sin2E-+sin2n;“ 
(4,4), 
cos2n) 


| 
# 
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Als Lösung der Gl. (1,6) wählen wir 


+») 


und 


ir 


ce 


wo 
D, (&) == 


=" ce + 
und die A,,A,. B, und B, konstant sind. Dann werden 
e? 2 16 


2 „4 
R 
(8) 
2137 2 ) > 


sind 


| | 
PD, (Sin 2} 


sin 637 


3 


207 _ Pr D, (& =) 


"(Koi 2 Sin2E 
0m? 


16 Co? ER 


— 


1 N - P / l “ 


+20, Cof? & cos6 
Da an der a sowohl wie 73,0 werden soll, muß 

DPD, 

(a) (a) boj’a 


192 
PD, (a) 


(4,8). 


(4,9) 


(4,10) 


sein. Setzt man und 192 Coj’a= u, so sind diese Bedingungen erfüllt, wenn 
16 (1 - u) Boj’ 2a 
A,=4u- 4, = 1 +2 2a du 
1+2C0f2a 


ist. 


665 
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| 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


überdienäherungsweiseLösungeiniger 
zweidimensionaler Elastizitätsaufgaben. 
Im folgenden behandle ich die genäherte Bestimmung 
der Spannungsfunktion F der Torsion prismatischer 
Stäbe und der Durchbierung dünner Platten. 
Für die Spannungsfunktion F eines tordierten 
Stabes, mittels der sich die Spannungen in Polar- 
koordinaten durch 

OF 


r0g or 


bereehnen. gilt die 


or? r r? Ö q 


| F=2G% . ®) 
(G Sehubmodul. # Verdrehungswinkel pro Längen- 
einheit). 

Für die Durehbiegung w einer gebogenen Platte, 
aus der sieh die Biezungesmomente mittels der 
Gleichungen 


_/1dw, 18%w\] 


N 1? | „. Plattenkonstante. Elastizitätsmo- 
al 
dul, A Dieke der Platte, » = 1/m Querkontraktions- 


zahl) und das Drillunesmoment aus 


(4) 


Mry N(1—») | 


or \rdg 


bereehnen,. gilt die Gleichung 


wo > der spezifische Wert der verteilten Last ist. 
Zur Lösung der Gl. (2) machen wir den Ansatz 


(6) 
(a,cosng +b„sinng) 
und zur Lösung der Gl. (5) setzen wir 
w—= w* 4a, +r(a,cosg +Db,sing) 
-r?(a,cos2g —+b,sin?2g — 
+ 
+- sin q ) 


rnia„cosng -b„sinng 


eos (n — 2) —+ d„sin(n—2) 


worin @* irgend eine beliebige Lösung der Gl. (5) 
bedeutet. “9.4, By.....d, sind Freiwerte. 

Der Annäherungscharakter des Verfahrens besteht 
nun darin, daß wir in diesen Ansätzen, die die 
Differentialeleichungen strenzerfüllen. die Freiwerte 
so bestimmen. daß die Randbedingungen, die im 
ersten Fall 


im zweiten bei vollkommen eingespannter Platte 


N 
or 


04 


lauten, nicht längs der ganzen Randlinie des Be- 
reiches. sondern nur in einzelnen Punkten erfüllt 


sind. Das Verfahren kommt so auf die Berechnung 


der Unbekannten eines linearen Gleichungssystemes 
hinaus. In dieser Hinsicht ähnelt es dem Differenzen- 
verfahren); doch gibt es bei gleicher Rechenarbeit 
ein genaueres Resultat als jenes, weil es die Differen- 
tialgleichung selbst, jenes aber nur die Differenzen- 
eleichung erfüllt. 

Der Abstand der Randpunkte. in welchen die 
Randbedingungen erfüllt werden. kann durch Ver- 
erößerung der Anzahl dieser Punkte beliebig klein 
gemacht werden. Auf diese Weise läßt sich die 
strenge Lösung der vorgelegten Randwertaufgabe 
beliebig genau approximieren. 

Kine praktische Bedeutung gewinnt unser Ver- 
fahren dadurch, daß es auch auf allgemeine Be- 
randungsformen anwendbar ist, wo die zahlenmäßige 
Durchführung des strengen Verfahrens auf erheb- 
liche Schwierigkeiten stößt. Bei der Beurteilung 
der Anwendbarkeit unseres Verfahrens auf die 
statische Berechnung der Platten ist zu beachten. 
daß die Gültigkeit der Differentialgleichung (5). 
wenigstens bei dünnen Platten aus homogenem Stoff, 
auch praktisch besteht. wogegen die Randbedin- 
zungen (vollkommene Einspannung, unverschieb- 
liche Randstützung usw.) praktisch niemals voll- 
kommen erfüllt sind. 

Die folgenden Beispiele, die zur Erklärung der 
Einzelheiten des Verfahrens dienen. beziehen sich 
auf solche Fälle, für welche die strenge Lösung 
schon bekannt ist. Es stellt sich da durch den 
Vergleich unserer Resultate mit den exakten heraus, 
dab die Genauigkeit unseres Verfahrens schon bei 
geringer Rechenarbeit für praktische Zwecke durch- 
aus genügt. 

jei der Verdrehung eines Stabes von 
qwuadratischem Querschnitt sind alle Frei- 
werte bis auf Ag, ... aus Symmetriegründen 
eleich Null zu setzen. Wenn man die Rand- 
bedingungen in acht Punkten des Umfanges erfüllen 


will und als Teilung wählt (Abb.1). so genügt es, 


4 
aus Symmetriegründen die Randbedingungen nur 
für die Punkte A und B hinzuschreiben. Dazu 
benötigt man zwei Freiwerte, und dementsprechend 
wird 

F: > 


Setzt man hier für den Punkt A:r=s und g = 

und für den Punkt B:r=y2s und = g, 50 
erhält man zwei lineare Gleichungen, aus denen 
man «a, und a, berechnen kann. Setzt man diese 
Werte ein, erhält man 

2 hs? 


Daraus bereehnen sich -nach den Formeln (1) die 
Spannungen, die im Punkte A(r=s, 90) die 
Werte 

(T,)4 —140G9s= 14 
haben. Letzterer Wert unterscheidet sich um 3.6% 
von «dem Resultat des strengen Verfahrens 


Eine Übersicht über die Anwendung des Differenzen- 


verfahrens auf die Plattenstatik gibt A. Nädai: Die 
elastischen Platten, Berlin 1925, S. 205. 


| 

4 

| 

| 
\ 
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Will man die Randbedingungen in 16 Punkten 
des Umfanges erfüllen, mit der Teilung 5 schreibt 


nan die Randbedingungen für die Punkte A, B und 
C' mit drei Freiwerten hin. Aus diesen drei linearen 
Gleichungen ergibt sich durch eine der vorigen 
ähnliehe Reehnung = 1337G%s. Wählt man 


als Teilung 19° so erhält man aus vier Gleichungen 


130 Während sich der vorige Wert 
um 1% von dem strengen Resultat unterscheidet, 
weieht der letzte nur um 0,1% davon ab. 

Bei der eingespannten quadratischen 
Platte mit gleichmäßig verteilter Last 
(p = konst.) setzt man 


w* 
64 N 

in Formel (7) ein, in der aus Symmetriegründen 

nur die Freiwerte Ay... beizubehalten 

sind. Will man die Randbedingungen in acht 


a: 
Punkten des Umfanges erfüllen (Teilung so 


sind die Randbedingungen (9) für die Punkte A 
und B anzuschreiben. Die Randbedingung (10) ist 
in diesen Punkten schon aus Symmetriegründen 


erfüllt. Mit vier Freiwerten erhält man 
64 V ] „ec / sr 
woraus 
pr" 


= 
folgt. Setzt man in diese Gleichungen für A:r =s, 


/ 
0 und für Bir=y2s.9= , ein, erhält man 


4 
vier lineare Gleichungen zur Berechnung der @,, 
mit denen sich 


0.010437 cos dp 0.0038 „a 608 4 
ergibt. Daraus erhält man für die Durehbiegung 


der Plattenmitte (r = 0) 


0,0189 


Dieser Wert unterscheidet sich um 8% von dem 
ps’ 
N 
Durch Einsetzen von (11) in (3) erhält man für 


Resultat des strengen Verfahrens 0,0204 


(M == (My), = 0,0887 p s? 

und für r=s,9=0 
(M (0,182 — v 0,008) 
(My). = (— 0.008 —- v 0,182) p s?. 


Werte, die sich, wenn man v»— 0,3 setzt, von den 
strengen Resultaten um 0,1 bzw. 12.6 bzw. 129% 
unterscheiden. 

Will man die Randbedingungen in 16 Punkten 


des Umfanges erfüllen (Abb. 1) (Teitung %), so 


schreibt man die Randbedingungen für die Punkte A. 
B und € auf. Gl. (10) ist in A und B, wie oben 
erwähnt, schon erfüllt, weswegen für diese Punkte 
nur «die Gl. (9) hinzuzuschreiben sind. während 
man für C alle drei Gl. (9) und (10) aufzuschreiben 


hat. Die Anzahl der linearen Gleichungen ist jetzt 


also sieben und die der Freiwerte ebenfalls sieben. 
Eine der vorigen ähnliche Rechnung ergibt 


‚4 


ein Wert. der sich von dem strengen Resultat um 
1% unterscheidet. 


| 
| 
5 
d 
. . . 
1] 
Abb. 1. 


Für die eingespannte quadratische 
Platte mit der Einzellast Pin derMitte 
(Koortdinatenanfangspunkt) führt man in (T) 

P 
u In 
ein. wo k eine beliebige Länge ist, deren Wahl das 
Resultat nicht beeinflußt. Wir wählen %==s. Hier 
sind die gleichen Freiwerte wie bei der gleichmäßig 
belasteten Platte beizubehalten. Will man die 
Randbedingungen in acht Punkten erfüllen, so hat 
man wie dort (9) für die Punkte A und B hinzu- 
schreiben. (10) ist von selbst erfüllt. Mit vier Frei- 
werten setzt man an 


> 
„rin cos 4 
woraus sich dureh Differentiation ergibt 
P 


‚(r+2rIn -2rc,+4r°a, eos 4 


Setzt man für für Bir—=yY2s. 
7= „| ein, so erhält man vier lineare Gleichungen, 


aus denen sieh die vier Freiwerte bereelinen lassen. 
Setzt man diese in w ein, erhält man 


P/r? r 
— 0,0215 s? — 0,0214 r? 
‚0215 s 14 
r? 


Daraus ergibt sich für die Durehbiegung der Platten- 
mitte r—=0 
Ps? 

N 


Wenn man die Randbedingungen in 16 Punkten 


0, = 0.0215 


des Umfanges erfüllen will [(Teitung 2): hat man 


für die Punkte A und B nur die Bedingungen (9). 
für € dagegen die Bedingungen (9) und (10) auf- 
zuschreiben. Das ergibt 
Ps? 
= 0,0224 Na 
667 
13 
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über die Bewegung eines Wirbels um 
eine Platte. In einer in Band 14 dieser Zeit- 
schrift erschienenen Arbeit!) habe ich u. a. die 
Bewerung eines Wirbels um eine geradlinige Platte 
von endlieher Länge untersucht, jedoch nur unter 
der Voraussetzung, dab die Grundströmung der 
Flüssiekeit 2 u, um die Platte und das Moment 1 
des Wirbels in einem festen Verhältnis stehen, 


nämlich =1. 


Ist keine Grundströmung vorhanden. so beschreibt 
ein Wirbel von positivem Moment (#« >) ellipsen- 
artige Bahnen im Uhrzeigersinn um die PFatte; 
bewegt sich die Flüssigkeit ebenfalls im Uhrzeiger- 
sinn um «die Platte > 0). so werden die Wirbel- 
bahnen gestaltlich nieht wesentlich geändert. 


Das wird anders. wenn die Grundströmung der 
Flüssiekeit und das Moment des Wirbels ungleiches 
Vorzeichen haben: 


W>V9, 
Es wird sich zeigen, daß bei bestimmter Wahl von 


Grundströmung und Wirbelstärke Stellen vorhanden 
sind, an denen der Wirbel ruht. 


(A 


Unter Hinweis auf die oben zitierte Arbeit (S. 
116) ist die Gleichung der Wirbelbahn: 


In J 


00|(0+0)°- 


mit den dazugehörigen Geschwindigkeitskompo- 
nenten: 


4.d? — (0 — 0)? 


== 
Ob 400 
(oO +o)T = = 


0/7 (0 —0) (0 0)? - -4.d? 
da 


u (o-+o)]) (oe -+0)? 4d? 
U, I 4 00 


!, BE. Paul: Bewegung eines Wirbels in geradlinig be- 
grenzten Gebieten. ZAMM. 14, 1034. S. 105. 


Dabei bedeuten o und o die Abstände eines Wirbel- 
punktes von den Plattenenden —+d und d 
(Siehe Abbildung.) 


Setzt man — und fragt nach Ruhepunkten. 


so hat man gleichzeitig «=0. r—=0 zu Setzen. 


Kinmal kann zum Verschwinden gebracht 
werden durch Nullsetzen des ersten Faktors, also 
o—0o—2d: dann kann aber ® nur verschwinden 
dureh Nullsetzen des Ausdrucks in der Klammer, 
Dies ergibt für o— 2d: 


Zum anderen verschwindet «der erste Faktor von ® 
für o=0: damit wird der in der Klammer stehende 
Ausdruck von x Null für: 
A? -1 -4- k) 
2 —] 


0” 


- 


Das gleichzeitige Verschwinden beider einge- 
klammerter Ausdrücke führt auf o=0 oder 
das sind aber die Enden der Platte, an denen der 
Wirbel nieht sein kann. Bedenkt man noch, dab 
stets o+0>2d sein muß, sind alle Möglichkeiten 
für das Vorhandensein von Ruhelaren erwogen. 
Für Ruhepunkte gilt also: 


0, = d+ | 
l k? 


Daraus ist ersichtlich. dab nur für A >1 Stellen 
vorhanden sind. an denen der Wirbel ruht. Das 
Verhältnis der Grundströmung 2: u, zum Wirbel- 
moment # muß also dem Betrag nach kleiner sein 
als 27. Die vier Ruhepunkte, die dann vorhanden 
sind, liegen paarweise symmetrisch zur Platte und 
stellen sieh analytisch als Doppelpunkte bzw. iso- 
lierte Punkte dar. Ein sich in solehen Punkten 
betindender Wirbel ist im labilen bzw. stabilen 
Gleichgewicht ?). 


In der Figur sind die Wirbelbahnen für das 
13 
‚= dargestellt. 


Verhältnis 


Es lassen sich drei Bahntypen erkennen: 


1. In der Nähe der Platte umläuft der Wirbel 
ddas Hindernis entgegengesetzt «der Strömungs- 
richtung. 


Auf «der Doppelpunktskurve ist der Wirbel inden 
Doppelpunkten in Ruhe. Die Pfeile deuten die 
Bewegung des Wirbels in der Nachbarschaft 
eines Doppelpunktes an. 


2. Zwischen je zwei Ästen der Doppelpunktskurve 
liegen Wirbelbahnen, «lie einen singulären 
Punkt umschließen. 


>. Außerhalb der Doppelpunktskurve laufen die 
Wirbel mit «der Strömung um das Hindernis 
herum. 


Dresden. E. Paul. 678 


A. Knescehke: Über die Ruhelagen von Wirbeln. 
ZAMM. 14, 3, 1934. 
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_ Konforme Abbildung für die Strömung 
um einen ebenen Tragflügel mit Quer- 
ruder. Vor kurzem hat Herr Schmieden’) 
in dieser Zeitschrift die grundlegende konforme 
Abbildung für die Strömung um einen ebenen Trag- 
flügel mit Querruder angegeben. Er geht dabei 
von einer speziellen Strömung um das Profil aus 
und sehließt aus ihr auf die gesuchte konforme 
Abbildung. Ich möchte im folgenden zeigen, wie 
sieh die konforme Abbildung ohne Zuhilfenahme 
einer Strömung aus der Schwarz-Christoffel- 
sehen Formel fast unmittelbar ergibt, und zwar 
sowohl für den ebenen Tragflügel als auch 
für den Tragflügel mit Kreisbogenprofil. 


1. Herleitung der Abbildung aus der Schwarz- 
Christoffelschen Formel. Gesucht ist die konforme 
Abbildung des vom Flügelprofil (== geknickte 
Streeke) bestimmten Außenbereichs der z-Ebene 
auf die obere #-Halbebene. Um die Schwarz- 
Christoffelsche Formel anwenden zu können, 


bilden wir zunächst mit 2= _ die durch das Flügel- 
profil geschlitzte z-Ebene auf die durch zwei Halb- 
eeraden geschlitzte w-Ebene ab (Abb. 1). 


Für die einander entsprechenden Punkte A,B, 
(,D der 3 Ebenen hat man: 


A B D 
z I, eir 0 


Die Aubenwinkel des „Polygons" ABCDA der 
w-Ebene entnehmen wir aus Abb. 1: 


It. ay=2n—y, ap=2n-+>. 


Die Schwarz-Christoffelsche Formel 


liefert 


denn wegen /g3=% scheidet der zweite Faktor 
aus. Durch Integration erhält man sofort das 
Schmiedensche Ergebnis 


(1) 


= (In t| +iaret) 


mit 67: und 


') Vel. ZAMM 16 (1936), Heft 4, S. 193 bis 198 und 8. 201, 202. 


2. Konstantenbestimmung. a) Da sich die reelle 
Achse der f-Ebene auf Teile von Geraden, die sich 
im Nullpunkt «=0 schneiden, abbildet, ist bei 
Ausschluß von ?=0,f,,f, für jedes reelle # das 


Verbältnis oe: Tr ebenfalls reell. Daraus folgt e 0, 


b) Der Strecke DA der t-Ebene entspricht die 

Halbgerade D A der w-Ebene. Daher muß It für 

0<t<t, reell und zwar positiv werden, % ist also 
eine reelle negative Konstante. 


ec) 3 der Punkte A,B,C,D der t-Ebene können 
auf der reellen Achse beliebig angenommen werden. 
Da wir bisher erst D und B dureh f==0 undt = x 
festgelegt haben, läßt sich noch eine Beziehung 
zwischen f, und f, vorschreiben. Um die Über- 
einstimmung mit der Schmiedenschen Formel zu 
vervollständigen, fordern wir 


A635 1a] 


B C D A B 
fc) 

£-£bene 

Ie. 


Nach a), b) und «) folgt aus (1) 


. . 0), 


wobei = ei"” der dem Funkt entsprechende 
Punkt der oberen ?t-Halbebene ist. Für die Er- 
mittlung von @w und %k hat man schließlich die 

beiden Bedingungen: 
für 2: =—JI, für t=1t,. 
13° 


A 
| N 
z-fbene 
Abb. la. . 
| 
| - Ebene N 
| #8 > 
3 Abh. Ib. 
E n—y 


Buchbesprechungen 


Wenn man und höhere VPotenzen vernach- 


lässiet. kommt 


vos 


3. Verallgemeinerung auf Kreisbogenprofile. Durch 


2 wird jeder durch den Nullpunkt gehende 


Kreis in eine Gerade transformiert. Daher lassen 
sich die voranzehenden Betrachtungen unmittelbar 
auf Kreisbogenprofile verallgemeinern, d. h. auf 
einen Schlitz der z-Ebene. der aus Kreisbogen und 
Streeke (Abb. 2) zusammengesetzt ist. 


Die Abbildung 2 = liefert zwei Schlitze durch 


Halbgeraden in der «’-Ebene. Mit w = (w’— s) ei« 
werden die Schlitze in dieselbe Lage gebracht wie 
in Abb. 1. und die Abbildung der “-Ebene auf die 
/-Halbebene ist wieder durch (2) gegeben. 


\achen. R. Sauer. 695 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr. WILH. MÜLLER, Prof. a. d. Teehn. Hoch- 
schule, Aachen, Einführung in die Me- 
ehanik des Fluzres VII+ 1158. m. 55 Abb. 
leipzie 1956. Dr. Max Jänecke, Verlagsbuchh. 
l’reis broseh. 4.50 M. 

Trotz «der großen Zahl von Einführungen uni 
lehrbüchern in und über die Mechanik des Fluges. 
lie im Laufe der letzten Jahre erschienen sind. «darf 
las Erscheinen des vorliegenden Büchleins durchaus 
herrüßt werden. da es vor anderen eine Reihe von 
Vorzügen aufweist. Besonders hervorzuheben ist 
las Vorwalten physikalischer Betrachtungen, vor 
allem die sehr anschaulich zefaßte Darstellung der 
’randtlsehen  Grenzschiehtentheorie, die als 
Mittelpunkt der ganzen Theorie des Fliegens er- 
scheint. In überzeugender Weise, die auch für den 
Mindervorgebildeten noch verständlich bleibt, wird 
vezeiet,. wie die bremsende Wirkung (der Grenz- 
schiehtenreibung die Entstehung eines Reibungs- 
widerstandes bedingt, der zwar relativ klein ist, 
aber unter den bei Traetlüreln vorliegenden Um- 
ständen gerade ausreicht, eine Umlaufströmung um 
ien Flügel und im Zusammenwirken mit der Haupt- 
strömung einen Auftrieb von ausreichender Größe 
zit erzeuzen. Es ließ sieh dabei nicht vermeiden. 
manche Ausdrücke und Ansätze ohne vollständigen 
beweis einzuführen. «leren wesentliche Bedeutung 
wie auch «die daraus für die abgeleiteten verwickel- 
teren Eigenschaften und Vorgänge auch so noch 
verstanden werden kann. Sehr anschaulich sind so- 
wohl «die wiehtiesten Bewerungsformen des Flug- 
zeuzes, und zwar die stationären (und angenähert 
stationären, als auch (die niehtstationären beschrie- 
ben und bis zu den wichtigsten quantitativen Ge- 
setzmäßigkeiten entwickelt. Dabei wird auch das 
Windmühlentlugzeug oder der Tragschrauber in an- 
vemessener Weise berücksichtigt. Den Abschluß 
bilden grundsätzliche Betrachtungen über die Stabi- 
lität des Flugzeuges im Zusammenhang mit der 
Nügelform und -stellung, wie auch über die Kreisel- 
wirkung und Kreiselverwendung. 

Als kurzgehaltene und dabei «doch recht um- 
fassende Einführung in den das Flugproblem um- 
schließenden Fragenkreis kann dieses Buch bestens 
empfohlen werden. 


Karlsruhe. Th. Pösehl. 664 


GEORGE DE BOTHEZAT, Back to Newton. 
a Challenge to Einsteins Theory of 
Relativitv. VII+152S. Verlag G..J. Stechert & 
(‘o.. New York 1936. Preis 2,50 Dollar. 


Der Verfasser macht den Versuch, die Relativi- 
täts-Theorie zu widerlegen. Der Satz der Einlei- 
tung (S. 6), in dem der Verfasser sich rühmt. „zum 
ersten Male in der Geschichte menschliehen Den- 
kens eine klare und vollständige Einsicht in die 
drei großen Fragen des Unendlichen, der absoluten 
Zeit und der absoluten Bewegung gewonnen zu 
haben“, deutet den Wege an, auf dem dieser Ver- 
such gemacht wird. Nach einem einleitenden Ka- 
pitel über die menschliche Erkenntnis und ihre Ent- 
wieklung setzt sich der Verfasser mit den Grund- 
lagen der Mathematik in primitiver Weise ausein- 
ander. Die Zahl wird als reine „Anzahl“ aufgefaßt, 
die komplexe Zahl mit dem einen Satze abgetan, 
daß sie eine vollkommen neue Operation, «die kon- 
forme Abbildung, enthalte. Das Unendliche wird 
auf zwei Arten definiert: als „absolut unendliches“ 
und „variabel unendliches“. Die unendlich kleinen 
Größen, kleiner als jede angebbare Zahl, aber doch 
nicht gleich Null, feiern fröhliche Auferstehung. 
Aus den Betrachtungen über die Grundlagen der 
(reometrie seien die folgenden Sätze beispielsweise 
angeführt: „Ein Punkt ist, streng ausgedrückt, ein 
Körper von unendlich kleinen Abmessungen.“ „Die 
Auffassung. daß ein Punkt die Abmessungen Null 
hätte, ist ein Widerspruch in sieh.“ Ein endliches 
Stick einer Geraden besteht für den Verfasser aus 
unendlich vielen, sich berührenden Punkten. Auf 
Grund dieser Auffassung, ist die Abzählbarkeit des 
Kontinuums angeblich evident: der Satz von der 
Nieht-Abzählbarkeit wird als ein erkenntnismäßiger 
und logischer Irrtum („blunder“) bezeichnet. Das 
Parallelenaxiom glaubt der Verfasser beweisen zu 
können. Um die absolute Zeit zu erklären, postu- 
liertt er die Existenz von Mechanismen (Uhren). 
deren Ablauf jederzeit wiederholbar ist und zu allen 
Zeiten gleichartig erfolgt. Der Mathematiker wirt 
hierin ebensowenig einen Fortschritt erblicken, wie 
in den Betrachtungen des Verfassers über die ab- 
solute Bewegung. 

Mit diesen notgedrungen kurzen Andeutungen 
glaube ich meine Ansicht hinreichend begründet 
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zu haben, daß selbst die Gegner der Relativitäts- 
theorie. soweit sie mathematisch bewandert sind, 
len Ausführungen des Verfassers kaum eine Be- 
weiskraft zumessen werden, Trefftz *. 


Dr.-Ing. F. TÖLKE, o. Prof. a. d. Techn. Hoch- 
schule Karlsruhe, Besselsche und Hankel- 
sche Zylinderfunktionen nullter bis 


Iritter Ordnung vom Argument rfi 
02 8, mit 3 Abb. Stuttgart 1936, Verlag Konrall 
Wittwer. Preis geb. 4,90 M. 

‚Jede tabellarische Aufzeichnung neuer Funktionen 
oder bekannter Funktionen für neue Bereiche des 
Argumentes erhöhen die Brauchbarkeit dieser Funk- 
tionen ganz wesentlich. Man kann daher solche 
Tabellen ganz allgemein begrüßen. Insbesondere 
eilt das, wenn es sich um derartig vielseitig ver- 
wendbare Funktionen handelt, wie die sind, die in 
der vorliesenden Tafel aufgezeichnet wurden. In 
der Einleitung. die einen kurzen Überblick über die 
Zylinderfunktionen und über die bei der Berechnung 
dieser Tafeln angewendeten Methoden gibt, weıst 
der Verfasser auf die zahlreichen Anwendungen 
dieser Funktionen auf dem Gebiet der quasistatio- 
nären Schwingungen kreiszylindrischer Körper und 
der Behandlung elastischer Deformationen, z. BD. 
der Kreisplatte auf elastischer Unterlage und der 
kreiszylindrischen Schale mit linear veränderlicher 
Wandstärke hin. 

Die Tafeln geben für den Argumentwert r Vi 
Real- und Imaginärteil der Besseischen Funk- 
tionen J„» und der Funktion @, (bei Heine und 
Sommerfeld mit K bezeichnet), die mit den 


Hankelschen Jurch die Gleichung G=, 


zusammenhängen. Für die geraden Indizes 0 
und 2 werden Real- und Imagzinärteil selbst 
aufgezeichnet, während für die ungeraden 1 und 
3 zur genaueren Bestimmung der Ableitungen 
Summe und Differenz des Real- und des Imaginär- 
teiles dividiert durch gegeben werden. An- 
gegeben werden vier geltende Ziffern des Funktions- 
wertes. Das Argument r läuft von O0 bis 21: (die 
(Größe des Arzumentschrittes ist durchgehend 0,01. 
Am Schluß der Tafeln werden Formeln zusammen- 
zestellt, die der Berechnung der Funktionen für 
größere Argumentwerte dienen können. 
Willers. 666 


Dr. K. KOMMERELL, o. Prof. a. d. Univ. Tübin- 
ven, Das Grenzgebiet der elementaren 
undhöheren Mathematik. VII + 29. 
mit 110 Fig. Leipzig 1936, K. F. Koehler Verlag. 
Preis 14 M. 

Nach dem Vorwort ist der Hauptzweck des Ver- 
lassers, zu zeigen, daß eigentlich zwischen elemen- 
tarer und höherer Mathematik kein Unterschied be- 
steht. Wie vielfach die eine in die andere über- 
zeht, führt er an einer Anzahl von Problemen vor. 
die zunächst elementar erscheinen, die dann aber 
weiter verfolgt ziemlich tief in das Gebiet der 
höheren Mathematik führen. Der mehr oder weniger 
‚usammenhängende Stoff ist in drei Kapiteln zu- 
sammengefaßt: „Der Begriff des Grenzwertes in der 
Klementarmathematik, Geometrische Transforma- 
tionen und Vektorrechnung und Algebra.“ Obwohl 
las Buch, das aus Vorträgen entstanden ist, die in 
Fortbildungskursen für Lehrer höherer Schulen ge- 
halten wurden und das zum Teil frühere Veröffent- 
lichungen des Verfassers zusammenfaßt. insbe- 
sondere für Lehrer und Studierende der Mathematik 
zeschrieben ist, wird jeder mathematisch Inter- 
essierte an manchen der hier besprochenen Pro- 
blemen und an der Art ihrer Behandlung seine 
Freude haben. Vorausgesetzt werden vielfach nur 
die Kenntnisse, die eine gute höhere Schule ver- 
mittelt. Die Darstellung ist klar und leicht ver- 


ständlich, und der Verfasser versteht es, dadurch, 
daß er bekannte Dinge methodisch geschickt in 
einen größeren Zusammenhang stellt, Interesse zu 
wecken. 

Für eine Neuauflage wäre neben der Beseitigung 
einiger Druckfehler der Ersatz einer Anzahl von 
Figuren, die man zum Teil mindestens als ungenau, 
zum Teil als wenig anschaulich bezeichnen kann. 
durch neue wünschenswert. Willers. 666 


Dr. HARRY SCHMIDT, Prof. a. (dl, Staatl. Hoch- 
schule f. angew. Technik Köthen, nieht-planm. a. o. 
Prof. a. d. Univ. Leipzig. Einführung in die 
Vektor- und Tensorreehnunge unter 
Berücksicehtigune ihrer phvsikali- 
schen Bedeutung. V-+125 8. mit 20 Abb. 
Leipzie 1935,  Verlagsbuchh. Dr. Max ‚Jänecke. 
Preis brosch, 5.80 M. 

Das vorliegende Buch gibt einen an den Begriff 
der reellen und komplexen Zahl anknüpfenden rein 
algebraischen Aufbau der Vektor- und Tensorrech- 
nunz und macht dabei wenige von der Anschauung 
(sebrauch. Die klar geschriebene. zuverlässire 
und sachlich einwandfreie Darstellung behandelt 
die Vektoralgebra, das Wichtigste aus der Vektor- 
analysis und gibt in einem kurzen Schlußkapitel die 
elementare, ein rechtwinkliges Bezugssvstem 
nutzende Tensorreehnune. Seines stark formalen 
Charakters wegen dürfte das Buch mehr als Ein- 
führung für den Mathematiker, als für den Physiker 
und Ingenieur geeienet sein. 

Freiberg (Sa.). Willers. 674 


VDI-Jahrbuch 1937. Die Chronik der Technik. 
VIIIT-+228S. Berlin 1937, VDI-Verlag. Preis 3,50M. 

Das diesjährige VDI-Jahrbuch wurde um einen 
Abschnitt vermehrt, der in Rückbliek auf 1936 und 
in Vorsehau auf 1937 die Gedenktage der Technik 
bringt. Die ven nicht weniger als 80 Mitarbeitern 
in vorbildlicher Gemeinschaftsarbeit gegebenen ans- 
gezeichneten. nach Fachgebieten zeordneten Zu- 
sammenstellungen der im vergangenen ‚Jahre er- 
schienenen Arbeiten machen das Jahrbuch zu einem 
unentbehrlichen Hilfsmittel sowohl für «den prak- 
tisch, wie für den wissenschaftlich arbeitenden 
Ingenieur. Willers. 701 


ERNST SCHMIDT, Professor an «der 
Technischen Hochschule Danzie, Einführune 
in die Teehnische Thermodynamik. 
VI+ 314 S. mit 182 Abb. und 2 Tafeln. Berlin 
1936, Verlag Julius Springer. Preis geb. 15 M. 


Das neue Thermodynamiklehrbuch, das gleich- 
zeitir als Ersatz für die nieht mehr erscheinende 
„Technische Thermodynamik“ von Schüle gedacht 
ist, unterscheidet sich nach Umfang, Aufbau und 
Form der Darstellung wesentlich von seinem Vor- 
eänger. Während Schüle durch mögliehst elemen- 
tare, breite Darstellung des Stoffes den Leser zur 
Lösunz einfacher thermodynamischer Aufgaben 
führt. sucht Schmidt in streng wissenschaftlicher 
Form die Grundlagen der Thermodynamik verständ- 
lieh zu machen und darauf aufbauend klar, aber in 
eedrängter Kürze die Lösung technischer Probleme 
zu behandeln. Schmidt beschränkt sieh nie auf die 
rein mathematische Lösung, sondern versucht sie 
immer durch leicht verständliche Beispiele physi- 
kalisch anschaulich zu machen. Einen beonders 
breiten Raum nehmen daher mit Recht die Aus- 
führungen über den II, Hauptsatz ein, der von ver- 
schiedensten Seiten beleuchtet und dem Verständ- 
nis nähergebracht wird. Die gleichen Gründe füh- 
ren zu ausführlicher Behandlung der Zustandsglei- 
chungen von Dämpfen. 

Besonders einzehend wird die Anwendung (der 
Gasgesetze und der Hauptsätze auf Gas und Dampf- 
maschinen behandelt. Der letztere Abschnitt ließe 
sich m. E. kürzen, das Boulvin-Diagramm hat kaum 


4 


Ztsehr. f. angew. 
190 Buchbesprechungen Math. und Much. 


praktische Bedeutunz und der ihm zugrunde lie- 
gende Ersatzprozeb verwirrt den Anfänger leieht. 
Dareren wäre eine Erweiterunz (des Abschnittes 
„Strömende Bewerunz von Gasen und Dämpfen“ 
auf die Vorgänge in Dampfturbinen zu begrüßen 
Die Verbrennungserscheinungen werden klar und 
knapp in enger Anlehnung an die Molliersche Fas- 
sung in der Hütte behandelt. Sehr erfreulich ist es. 
laß der Verfasser als letzten Abschnitt die Grunil- 
beeriffe der Wärmeübertragung hat. ohne 
deren Kenntnis eine Ausbildunz in technischer 
Thermodynamik heute nieht mehr denkbar ist. 

Die klare Sprache und die elegante Form der ma- 
thematischen Behandlung des Stoffes wird überall 
dureh anschauliche und ausgezeichnet ausgeführte 
\bbildungen unterstützt. Die den einzelnen Ab- 
schnitten anzefürten Aufeaben und ihre ausführ- 
liehe Durehreehnungr führen zur sicheren Beherr- 
schung des Stoffes. Das Buch wird dem Hochschul- 
studenten ein vorzügrliehes Hilfsmittel zur Vertie- 
fung der thermorlynamischen Vorlesungen sein. 

Dresien. W. Pauer. 6% 

Dr. Inz. OTTO MUND, Der Rebhannsche 
Satz. m. 30 Textabb. Berlin 1936. 
Verlax Wilhelm Ernst & Sohn. Preis brosch. 3 M. 

Die Lösung des Erddruckproblems auf elasto- 
statischem Were ist trotz mancher Fortschritte 
ler neueren  erdstoff-physikalisch  untermauerten 
aueh in dieser Richtung — 
bisher nieht zelungen. Alle bisherigen Versuche 
haben aber zezeigt. dab die klassische, auf geome- 
triseher Grundlage aufzebaute Coulombsche The- 
orie des Erdedruekes auf Stützmauern für praktisehe 
technische Zweeke ausreichend genau ist. so dab 
sie heute mit’ Reeht allgemein für die Berechnung 
von Stützwerken verwendet wird. 

Der Verfasser (des Büchleins. der schon dureh 
Zeitschriftenaufsätze über Erddruckfragen hervor- 
zetreten ist und das Kapitel Stützmauern in der 
neuen 4. Autl.. Bd. IV des Handbuches für Eisen- 
betonbau bearbeitet hat, auf das er wiederholt ver- 
weist, dort sehon. fußend auf der Conlomb- 
schen Erddruektheorie und dem daraus weiterent- 
wiekelten Rebhannschen Satze, ein neues  Ver- 
fahren für die Bestimmung der Größe des Erd- 
ruekes, das praktische Vorteile für die Erddruck- 
ermittlung verspricht. In dem vorliegenden Büch- 
lein werden diese Ergebnisse nochmals zusammen- 
refaßt. die Anwendungsmögliechkeiten in erweiter- 
tem Umfang erörtert und auch noch einige Schlub- 
foleerunzen auf die Erddruckverteilunge gezogen. 

Die aus «dem Satz gewonnenen zeometrischen 
Verfahren zur Bestimmung von Erddruckgröbe und 
Erddrueckverteilung sind einfach und anschaulich. 
Sie gestatten vor allem auch «den Einfluß von Ein- 
zellasten in einfacher Weise zu berücksichtigen. 
Durch ihre Anwendung konnten außerdem bisher 
bestehende Unklarheiten und Widersprüche geklärt 
werden, A. Schei die, 


J. HOLBA, Berechnungesverfahren 
zur Bestimmung der kritischen Dreh- 
zahlen von zeraden Wellen. VII + 1908. 
mit 117 Abb. Wien 1936, Verlag Julius Springer. 
’reis geb. 18.60 M. 

Das vorliegende Buch enthält eine zusammen- 
[assende Darstellung der in der Literatur bekannt 
vewordenen Verfahren zur Bestimmung der kri- 
tischen Drehzahlen von Wellen, die mit einzelnen 
Scheiben besetzt sind. und von Wellen mit Eigen- 
masse. Die Lagerung der Wellen erfolgt statisch 
bestimmt in zwei Lagern oier statisch unbestimmt 
in drei und mehr Lagern. 

Während für die mit höchstens zwei Massen be- 
setzte masselose Welle und die Welle mit Eigen- 
masse die genaue Durchreehnung leicht möglich ist, 


werden bei der mit mehr als zwei Scheiben be- 
setzten Welle Näherungsverfahren angewendßst. 

Für die Ermittlung der kritischen Drehzahl erster 
Ordnung sind eine Reihe von Verfahren dargestellt, 
bei denen auch der Einfluß der Kreiselwirkung der 
Scheiben berücksichtigt ist und die sich meist des 
Mohrschen Verfahrens zur Ermittlung der elasti- 
schen Linie bedienen. Zur Ermittlung der kritischen 
Drehzahl zweiter und höherer Ordnung sind nicht 
alle bei der Ermittlung der Kritischen erster Ord- 
nung angewendeten Methoden aus Konvergenz- 
eründen brauehbar. Besonders rasch führen hier- 
bei jedoch die auf einem Iterationsverfahren be- 
ruhende Methode von Koch und die sieh des Ritz- 
schen Verfahrens beidienende Methode von Traenkle 
zum Ziel. 

Das Buch ist für die Praxis des Ingenieurs sehr 
wertvoll. da fast jede Methode dureh ein Zahlen- 
beispiel erläutert ist. Zweckmäßig wäre es ge- 
wesen, wenn «die am Schlusse des Buches stehen- 
den Ausführungen über das Mohrsche Verfahren an 
len Anfang gestellt worden wären, und wenn die 
vielfach vorhandene Verwandtschaft der lose nach- 
einander angegebenen Verfahren deutlicher aufge- 
zeigt worden wäre. 


Stuttgart. P. Riekert. 


Ferner sind bei der Sehriftleitung folgende 
bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 


bleibt vorbehalten): 

Dr. HEINRICH BLASIUS, Studienrat an den 
Teehn.  Staatsanstalten Hamburg, Wärme- 
lehre, Physikalische Grundlagen vom 
technischen Standpunkt. VII-+ 276 S. 
Hamburg 1937, Verlag von bBoysen & Maasen. 
Preis geb. 7.60 M. 

Inge. RICHARD KATZMAYR, a. 0. Prof. f. Luft- 
fahrt und Leiter des Aeromechanischen Labora- 
toriums a. d. Techn. Hochschule Wien, Beiträge 
zur Flustechnik, Denksechrift zur Er- 
innerune an die vor 25 Jahren er- 
folete Inbetriebnahme des Aero- 
mechanischen ‚aboratoriums der 
Lehrkanzel für Luftfahrt an der 
Teehn. Hochschule ın Wien 4 NS m. 
19 Textabb. Wien 1937. Verlag Julius Springer. 
Preis broseh. 5.40 M. 

Prof. Dr. HANS GEORG MÖLLER, Direktor (des 
Instituts für Angewandte Physik a. d. Hambur- 
eisechen Universität. Behandlung von 
Schwingungsaufgaben mit komplexen 
Amplituden und mit Vektoren. 
+ 147 S. m. 89 Abb. und 1 Tafel. Leipzig 1937. 
Verlag S. Hirzel. Preis brosch. 6.80 M. 

J. ZENNECK \VDlI. Die Entwicklung der 
Funktelegraphie (Deutsches Museum, Ab- 


handlunzen und Berichte, 8. Jahrge.. Heft 6). I 
+34 S. Berlin 1936. VDI-Verlag. Preis 0.90 M. 


Dr. GRETE HERMANN, Bremen, Dr. E. MAY, 
Göttinzen, Dr. TH. VOGEL, Bad Nauheim. Die 
Bedeutunze der modernen Physik für 
die Theorie der Erkenntnis. Drei mit 
dem Richard Avenarius-Preis ausgezeichnete Ar- 
beiten. VII + 210 S.. Leipzig 1937, Verlag 
S. Hirzel. Preis kart. 6,50 M. 

WILHELM BLASCHKE, Vorlesungen über 
Intezraizeometrie. Zweites Heft. 127 8. 
m. 23 Figuren. Leipzie und Berlin 1937. Verlag 
3. G. Teubner, Preis brosch. 4 M. 

Dr. RUDOLF WEYRICH, 0. ö. Prof. d. Math. an 
der Teehn. Hochsehule Brünn, Die Zylinder- 
funktionen und ıhre Anwendungen. 
IV +157 S. m. 8 Abb. Leipzig und Berlin 1937, 
Verlage B. G. Teubner. Preis geb. 7.60 M. 

GHH-Mitteilungen. Band V. Heft 3. April 1937. 
Preis 2 M, 


IS S. Berlin 1937. VDI-Verlag. 
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NACHRICHTEN 


Prof. Dr. P. Fillunger f. 

Im Alter von 54 Jahren schied Prof. Dr. P. Fillunger 
freiwillig aus dem Leben, Mit ihm verliert «die tech- 
nische Wissenschaft einen vielseitigen Forscher unıl 
einen Mensehen von eigenartiger Prägung. 

Enmittelbar nach Absolvierung seiner "Studien an 

‚ler Maschinenbauabteilung «der Technischen Hoch- 
schule Wien war er zunächst einige Jahre als prak- 
tischer Ingenieur, hierauf als Lehrer und später als 
Leiter der Versuchsanstalt am polite chnischen &e- 
werbemuseum in Wien tätige. 1923 erfolgte seine Er- 
nennung zum ordentlichen "pP rofessor «der Festirkeits- 
lehre der Technisehen Hochschule in Wien. In den 
Jahren 1915—1918 leistete er Kriegsidienste als 
Landsturmingenieur, 

Seine mathematische 
in seinen Arbeiten über 


jerabung kommt zunächst 
lastizit: ätsthe zum Aus- 
Iruek. von denen einige in der Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik und einige in dieser Zeitschrift 
ersehienen sind. Ein grober Te il seiner Arbeiten war 
aber verknüpft mit den insbesondere für den Tal- 
sperrenbau so wichtigen Fragen «des Porendruckes 
des Wasers im Mauerwerk. Diesen Arbeiten wurde 
viefach grundlegende Bedeutung zuerkannt. Die 
erste Darlegung seiner Theorie findet sich in der 
Fsjtschrift „Österreichische Wochenschrift für 
öffentlichen Baudienst” (1913). Vom Standpunkt (des 
Mathematikers aus sei hier aber außerdem noch auf 
lie vor zwei Jahren in den Wiener Monatsheften 
für Mathematik und Physik erschienene Arbeit über 
las Delessesche Gesetz hingewiesen, die recht inter- 
essante topologische Betrachtungen enthält. Diese 
Arbeit kennzeichnet Fillunger ganz besonders (deut- 
lieh als einen Ingenieur, der auch vor abstrakter 
(Gedlankenarbeit nieht zurückschreekt,. wenn es (lie 
von ihm behandelte Frage erfordert. 


Fillunger war vielfach als Kritiker tätig und nahm 
die hierhergehörigen Verpflichtungen überaus ernst, 
Insbesondere erschienen in den zwei letzten Jahren 
zwei polemische Schriften: „Alte und neue Probleme 
der Festigkeitslehre" und „Erdbaumeehanik“. Wie 
aus der zuerst genannten Schrift hervorgeht. scheint 
eine theologische Schrift auf Fillunger so tief einze- 
wirkt zu haben, daß er es als eine unabweisbar ver- 
pflichtende Aufgabe empfand, mit äußerster Schärfe 
gegen Mängel in der Darstellung mancher junger, 
noch nieht vollständig ausgereifter Theorien auf- 
treten zu müssen, Die Form dieser Kritik veran- 
laßbte die Betroffenen naturgemäß zu Abwehrmaß- 
nahmen. Dieser schwere Kampf, bei dem vor allem 
sein Streben nach Gerechtiekeit zum Ausıruek kam. 


veranlaßte dann «den verhängenisvollen Entschluß, 
seinem Leben ein Ende zu machen. Wenn man 


auch Fillunger nieht überall zu folgen vermag, so 
wird man «doch voll anerkennen müssen, daß man 
in seinen Ausführungen eine selten ernste und von 
tiefem Verantwortungsgefühl zeugende Auffassung 
vom Beruf des forschenden Ingenienrs findet. 
Funk. 71 


Persönliches. 
Ministerialdirektor a. D. Prof. Dr. K. Th. Vah- 
len. Berlin. wurde zum Ehrensenator der Ernst- 


Moritz- ze Universität Greifswald ernannt. 

Als Nachfolger von Prof. Dr. Vahlen wurde Prof. 
Dr. A. Klose, Berlin, zum o. Professor für ange- 
wandte Mathematik und zum Direktor des Instituts 
für angewandte Mathematik an der Universität 
;erlin ernannt. 

Am 17. Mai d. J. vollendete der Geh. Bergrat 
Prof. Dr. E. Papperitz (Freiberg/Sa.) sein acht- 
zigstes Lebensjahr. 


ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Eine einfache Berechnung von Strömungs- 
funktionen. (Zuschrift zur Arbeit von Dr. Ing. 
Steuding in Band 16, Heft 1 dieser Zeitschrift.) 


Dr. Steuding hat eine Strömungsfunktion für 
ein beliebig bewegtes und veränderliches Protil an- 
zsegeben,. wenn der Grundkreis und die Abbildungs- 
funktion in Abhängigkeit von der Zeit bekannt sind. 
Die Strömunesfunktion wurde in F orm einer unend- 
lichen Reihe” dargestellt. 

Im folgenden wird gezeigt, daß es möglich ist, 
auch eine geschlossene Darstellung zu geben. 

l. Umformung der Steudingschen 
Strömungsfun k tion. Die Schlußformeln 
für die Strömungsfunktion waren (in der Arbeit 
von Steuding mit (13) und (14) bezeichnet) 


n 
und 
Rea 
au = )eos (2), 
an 
1 

inne 

In sin nydg 

0 


wobei in Formel (2) die Abkliäwueninnktinn (2, t) 
an der Stelle  z2|=o (am Rande) 
o ist der Radius des Grundkreises. 


zu nehmen ist. 


Es wird für den Radiusvektor des Grundkreises 
eine neue komplexe Größe e mit dem Arkus «a ein- 
geführt, so dab gilt: 

. . 


Das u zusammen mit den Formeln (2): 


t) 
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Jetzt kann man die unendliche Reihe aus Formel (1) 
unter ein Integralzeichen schreiben, wenn man fest- 
legt, daß 9 für die Integration als Konstante zu 
wird 


gelten hat. Für eosngy —-isinngy)ge- 


aus den Gl. (1) 


zn 


schrieben und man erhält dann 


und (4) 
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=(g+iy)inz 


np 


+i(sinnacosnp — eosnasinng)| 


Real (i dt 
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Zuschriften 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


Das kann man nach dem Additionstheorem für 
trigonometrische Funktionen umformen zu 


W(z)=(qg+ipy)Inz 
0 
1 or 
N (cos(ina- ny)+tisin(nang )] (5) 
Unter Berücksichtigung. dab 
o" 
= lcos(ina—ny) isin(na 
ist, geht Gl. (5) über in 
In 
1 
| \ „Real A ort 


Für die unter dem Integral stehende Reihe (Kon- 
vergenz. da 2 > € ) wird ihre Summe geschrieben, 
und man erhält 


Wenn man noch für 49 den Ausdruck aus Gl. (4) 
einsetzt. ergibt sich 


W(z2)=iyinz 
(6). 
‚pet — | 
Real dt 32 


Für Profile mit unveränderlichem Flächeninhalt 
(sonst beliebige Bewegung und Gestaltsänderung) 
fällt das erste Integral weg. da y In 2 die Strömungs- 
funktion einer Quellströmung ist. und man erhält 
daher für diesen Sonderfall 


W(z)=iylnz-- 
m (1). 


2, Spezialfall der Drehung einesstarren 


Profils. Aus Formel (7) folgt nach partieller 
Integration 
[real 11 
1 ı 1 de 


Das erste Integral fällt weg. «da es von derselben 
Form ist wie das im Ausdruck für 9 (wegen Starrheit 
des Profils. quellfreie Strömung). Daher erhält man 
weiter 


Die Herren Mitarbeiter werden gebeten, ihre Manuskripte an den neuen Herausgeber, 
Prof. Dr. Fr. A. Willers, Dresden-A. 20, Dorotheenstr. 12, zu senden. 


W(z2)=ipyInz 


1 
+23 


für starre rotierende Profile gilt 


(Bei Steuding wird das mit (20) bezeichnet.) 
Durch Differentiation und unter Berücksichtigung. 


daß die Winkelgeschwindigkeit ist, folgt 
dfle,t\dfic,t) . d 


/,(e) wird in seinen Real- und Imaginärteil zerlegt 
he )=u-tiv, 
so daß Gl. (10) übergeht in 
. du, ‚dv, ‚du dv 
dt da | da 


Daraus folgt 


N 


= 
dt da ) 2 da 
(11). 
d (e) fo (c)] 
2 da ) 
Wenn man das in Gl]. (8) einsetzt, erhält man 
en 
W(z2)=iyrInz — te) , da 
und wegen EN 
2n 
W(2)=iyinz (12). 


Dasselbe Resultat erhält man, wenn man die bei 
Steuding mit (23) bezeichneten Formeln einer 
analogen Umformung unterzieht, wie das im all- 
gemeinen Fall geschehen ist. 

Breslau. E. Souezek. 691 


Herr Dr. Steuding, dem diese Zuschrift vor- 
gelegen hat, bemerkt hierzu: „Die Zuschrift von 
Herrn Souczek halte ich für eine weitere wesent- 
liche Verbesserung der Lösung und würde ihre 
Veröffentlichung in der ZAMM sehr begrüßen“. 


Berichtigung 


zur Zuschrift betreffend „Strömung um einen ebenen 
Tragtlügel usw.”, Bd. XVI, Seite 384. 

Der 2. Teil der Zuschrift ist ohne Wissen des Unter- 
zeichneten falsch wiedergegeben worden und mub 
richtig lauten: 

Die instationäre Strömung um eine Platte mit 
Ruder ist als ebenes Problem für kleine Winkel zu- 
erst von H. G. Küssner') nach der Methode von 
3irnbaum behandelt worden, ferner von 
T. Theodorsen?) nach der Methode von Wag- 


ner. Diese beiden Lösungen stimmen im Ergebnis 
überein. Der Gang der Rechnung und die Ergeb- 
nisse von Theodorsen und Ellenberger 


sind im wesentlichen gleich. 
H. G. Küssner. 714 


1, H. G. Küssner: Luftf. Forsch. 12, 193 (1955) und 
13, 410 (1936) (1. Forschungsberieht vom 28. 2. 1934). 

2, T. Theodorsen: NACA Rep. 496 (1935) (Forscehungs- 
bericht vom 2. 5. 193%). (Fußnoten bei der Berichtigung 
zugefügt ) 


Mür den Textteilverantwortlich: Professor Dr. Fr. A.Willers, Dresden-A.20, Dorotheenstr. 1?. — Printed in Germany. — 
— Druck von A. W. Ziekfeldt, Osterwieck am Harz. 


Copyright 1997 by VDI Verlag G.m.b. H., Berlin NW 


is 


